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I) A quoi cela sert-il ?

Nous rencontrerons deux utilisations principales des suites :
1 la résolution approchée d’équation (et plus généralement dans tout ce qui concerne le calcul
approché).
1 Tlexistence et le calcul de parameétres probabilistes comme l'espérance mathématique et la
variance.
Dans les deux cas ce qui importe est de savoir si la suite utilisée converge et si possible (mais c’est
souvent plus accessoire et encore plus souvent impossible) quelle est sa limite.

La problématique qui sous-tend notre travail sur les suites est donc toujours d’étudier leur
convergence.

I1) Classification des suites

Il y a différente sorte de suites. Les outils que nous possederons seront souvent différents suivant le
type de suites que I'on étudiera. Il est donc tres important de commencer par identifier ce type.

2.1 Les suites récurrentes

Un premier découpage sommaire consiste a mettre en évidence les suites récurrentes.

Elles sont constituées par toutes les suites pour laquelle la détermination d’'un terme demande de
connaitre celui ou ceux qui le précédent, ce qui en définitive revient a devoir connaitre tous les termes
qui le précedent.

Voici quelques exemples de suites récurrentes :

Og+1 1 Og

, 1
Og+1 = O + =

Les suites récurrentes offrent un outil essentiel : le raisonnement par récurrence.

Certaines suites récurrentes ont des propriétés particulieres qui rend leur étude plus « simple » : ce

sont les suites fonctionnelles, c’est-a-dire celle qui sont de la forme :
Oo
68 +1 = “Qé“c'

"Cest une fonction qui pour nous sera toujours continue.

2.2) Les suites explicites

Le mot n’est pas tres bien choisi car les suites récurrentes pourraient étre considérées comme
explicites par opposition a implicites.



Les suites explicites seront pour nous toutes les suites pour lesquelles la connaissance de ¢ suffit pour
calculer O; .
Par exemple
é;c_ =In¢?+1
Les suites explicites peuvent étre fonctionnelles : elles sont alors de la forme
0; = Q)
ou "Qest une fonction a variable réelle
Par exemple
"Qw = In (¢F + 1)
comme dans I'’exemple vu plus haut.
Pour ce type de suites, les propriétés de continuité, de dérivabilité ou le calcul de la limite de la
fonction en +oo sont des outils précieux.
Mais il n’existe pas de fonction dérivable qui donne &l quand wn’est pas un nombre entier. La suite
0; = &! n’est pas une suite fonctionnelle. Son étude demandera des outils différents de ceux que 'on
utilise pour les suites explicites fonctionnelles.

2.3) Les suites implicites

Il s’agit de suites qui ne sont pas explicites : la connaissance de I'entier € ne suffit pas pour connaitre
0;, ou récurrentes : 0; ne dépend pas des termes de la suite qui le précede.
De fagon générale ces suites sont celles que fournissent les solutions d’équations dépendant de €.
Par exemple, I'équation
w tf+20+ E+1 @+ 1=0
a des solutions réelles (cette quantité change de signe comme le montre le calcul des limites en Hoet
en +oo0),
On peut appeler 6; la plus grande de ces solutions.

Il n’y a pas de méthode universelle pour aborder de telles suites. Certaines démarches classiques que
nous verrons plus tard peuvent étre efficaces.

III) Convergence des suites

Nous avons dit en introduction que le fil conducteur de notre problématique est la convergence, c’est-
a-dire I'existence d’une limite finie pour une suite de réels.

Il y a des cas simples qui permettent de trancher « intuitivement » :
Considérons la suite définie pour ¢ 1 par
, 1
0; = g
Calculons quelques termes :

(’)10 = E: 0,1

(')1000 = m = 0,001



01000000 = 1000000 ~ 0,0000001

Il semble assez naturel de penser que cette suite a pour limite 0 quand & tend vers +co .

De méme faconsi 6; = €!,onaura:
o,=1=1
6,0 = 10! = 3628800
0100 = 100! 9,33 x 107157

Il semble encore naturel de penser que cette suite a pour limite +oo.

Mais il existe des exemples moins évidents.
Considérons par exemple

, _ 100°
R

On aura par exemple
610 2,75x 101
050 3,39 x 10°°
0100 1,07 x 10%?
On pourrait penser que cette suite tend également vers +co. Pourtant
Oo00 1,27 x 10%°

0,70 0,15
En fait cette suite converge vers 0. 4
Une autre suite intéressante est 0; = 1 ¢,
Ona
6= 1'= 1
6,= 12=1
6= 13= 1
6,= 1%4=1
Et ainsi de suite.
Doit-on dire que cette suite a deux limites ?
On considerera que cette suite n’a pas de limite, affirmant ainsi que notre définition de la limite doit
permettre de dire qu’elle est unique.
3.1) La notion de | i nepsilems»wu |  apparition de:

Intuitivement l'idée qu’une suite (0;) a une limite Jbrevient a dire qu’en attendant suffisamment
longtemps, c’est-a-dire quand € devient suffisamment grand, 6; sera aussi pres que 'on veut de #.
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Les croix bleues représentent les éléments successifs de la suite.
On suppose que I'on a démontré d’'une facon ou d’'une autre que le nombre £ est la limite de la suite.
On choisit un premier nombre positif -, et 'on trace les droites w= /b -1 etw= /b -;.
Ce sont les deux droites en violet sur le dessin. A partir de I'entier £, toutes les valeurs de la suite sont
dans la bande formée par ces deux droites.
Ce que I'on pourra écrire :
si¢ ¢, alors/b -4 06; Jb -
Réduisons la largeur de la bande en prenant un nombre -, positif, plus petit que -;.
On trouvera alors un entier €, évidemment supérieur a €4, telle que toutes les valeurs de la suite
soient a partir de cet entier comprise entre les droites d’équation w= Jb -, et 0= Jb -,.
On pourra écrire que
si¢ ¢Eyalors/b -, 6, Jb -

La notion de limite est construite dans le droit fil de cette démarche : I'idée est que si I'on choisit un
autre nombre positif -5 plus petit que -,, on pourra trouver un entier € 5 bien évidemment supérieur a
€, a partir duquel toutes les valeurs 0; seront comprises entre /b -3 et/Jb -3.

Plus généralement, cela signifiera que quel que soit le nombre € que 'on choisira, on pourra trouver
un entier que 'on nommera €. (pour rappeler qu’il est lié a e comme £, estlié a -q,&, estlié a-,,&5
est lié a -3 8) tel que pour tout entier € supérieur ou égal a cet €_, les valeurs de 0; soient comprises
entre /b - et /b -.
Ce que I'on pourra écrire
si¢ ¢.,alors/b - 06 Jb -

D’ou la définition :

On dira que la suited; a pour limitea quand¢ tend vers B sil - > 0, il existe un erner €. tel

quesie ¢.alors/lb - 6 Jb-.

Cette définition est surprenante : elle suppose que I'on connaisse le nombre ¢. Elle permet seulement
de valider qu'un nombre ¢ est la limite ou pas d’une suite. Par contre, elle ne permet pas de prouver
qu’une suite a une limite, ni de dire quel nombre réel pourrait étre la limite.



En pratique, cette définition a deux fonctions essentielles : démontrer des théoremes sur les limites
comme par exemple celui de la limite d’'une somme :

si g!airﬂbéé = Jbet é!)irpkbt)é = J'Bgalorsé!)irllFb 0; +U; = Jb /b
Les divers théorémes que 'on obtient offrent un confort de calcul, mais ne donnent toujours pas le
moyen de justifier I'existence et la valeur d’'une limite.

Un élément important est que cette définition permet de justifier I'unicité de la limite :

Sila suite (¢.) admet une limite, cette limite est unique.

Sur un plan intuitif, c’est assez simple a comprendre : supposons qu'’il existe deux limites ¢ et £’. On
peut faire en sorte que pour ¢ assez grand tous les termes de la suite soient aussi prés que I'on veut
de £ mais aussi de ¢’. Ce qui signifie que 'on peut rendre I'écart entre € et £’ aussi petit que I'on veut
(un peu comme le nombre 1 et le nombre 0,9999.....). En mathématiques, on dira que quand on peut
rendre I'écart entre deux nombres aussi petit que I'on veut, cela signifie que ces deux nombres sont
égaux.

Ce résultat permet ainsi d’affirmer que lasuite 6; = 1 ¢ n’a pas de limite.

L’utilité principale de cette définition tient dans le fait qu’elle fournit des renseignements sur la suite.
Si nous savons par exemple qu’une suite a pour limite 1, en choisissant - = 1/ 2 ou n’importe quelle
autre valeur, il existe certainement un entier que I'on nommera par commodité €1 2tel quesi¢ €1 5

on aura
1 1
1 z (01 1+ z
C’est-a-dire
1 3

2 % 3

Comprenons bien ce qui est écrit : il existe un nombre entier a partir duquel on peut encadrer tous les
termes de la suite suivants par deux valeurs que 'on choisit (a égale distance de la limite). Il y a donc
une infinité de valeurs de la suite comprise entre ces deux valeurs.

Une conséquence importante : on considére une suite (0; ) de limite 4.

Si t est un nombre strictement posit i f, alors cette suite est

certain rang

En effet, considérons un € bien choisi.

_Jb
o2
Pour cet g, on sait qu'il existe un entier €. telquesi&€ €. alors
b gy b g
— 0‘ —
2 F 2
On a en particulier
b /b b
2 2

Doncpouré €._,ona

I\)IE



On a donc bien

En fait il y a une infinité de termes de la suite 0; strictement positifs.

Réciproquement

Silasuite (¢.)est positive (au moins ~ partir dopas ce

étre négative (elle est positive ou nulle).

On raisonne par I'absurde. Si la limite était négative, alors on aurait d’aprés ce que I'on vient de dire
au-dessus une infinité de termes de cette suite négatifs. Ce qui est contradictoire avec I'hypotheése que
cette suite est positive.

Une conséquence importante de ces résultats est la conservation de I'ordre dans les limites des suites.

Soient (¢.) et o, deux suites telles que !=,0, o,, soit ~ = lim ¢. et "*= lim o.,
=0 +H =0 +H

alorson a
~  ~e
Cette propriété trés importante se démontre en constatant d’'abord que si 6;  U; alorsU; 0; 0.
Sil'on pose 0; = Uy 0, la suite (0;) est une suite positive donc sa limite n’est pas négative. Or la
limite d'une différence est égale a la différence des limites, autrement dit

Jm 0 = m b &

=m0 im0

=B /b 7
On adonc o

J& b O
Et donc

Jb Jbee
3.2) Les théoréemes d’'existence de | imites

Comme nous l'avons vu, la définition de la notion de limite n'a de réelle efficacité que si nous
connaissons la limite : elle ne permet ni de dire si cette limite existe, ni de donner un moyen de la
déterminer.

Avant de commencer a chercher une limite, il est sans doute efficace de savoir si cette limite existe.

On ne pourra pas répondre a tout coup, mais dans certaines situations (assez fréquentes en réalité),
nous pourrons garantir ’existence d’une telle limite.

Donnons les deux théorémes principaux :

Toute suite croissante et majaedir®Reimetwnealimiep nver gen

Toute suite décroissante et minorée est convergente.

Ces deux propriétés sont formidables: elle justifie 1'existence de limite en étudiant seulement le
comportement de la suite.

Leur démonstration est elle-méme source de renseignements. Elle demande toutefois de connaitre
quelques propriétés et définitions que nous allons rappeler ici.



Tout d’abord qu’est-ce qu'une suite majorée ?
Une suite majorée est une suite qui admet un majorant.
Mais qu’est donc qu'un majorant ?
On dit quoéun A oesthmnjoran®mur la suite 0. sileng0, 4.

Remarquons tout de suite que la suite admet en fait une infinité de majorants : en effet tout nombre
réel O Fsupérieur a 0 remplitla conditiond; 0 0 Fetdonco; 0%

On peut donc définir un ensemble ‘Ocomme étant 'ensemble des majorants de la suite 0;

Et lIa intervient un théoreme tres important en math, mais dont nous ne pouvons donner aucune

justification avec nos connaissances : [ admet un plus petit élémen t.

Cela parait anodin, nous allons voir qu’il n’en est rien. Appelons p (la lettre grecque « mu ») ce plus
petit élément.
C’est un majorant puisqu’il appartient a ‘O, mais tout nombre réel plus petit que g n’est plus un
majorant (sinon cela contredirait la définition de p).
Donc quelque soit le nombre € (le revoila...) strictement positif, - n’est pas un majorant.
Qu’est ce que cela veut dire ?
Dire que p est un majorant, cela signifie que

JEN 8,0;
Dire que * - n’est pas un majorant, c’est dire qu’il y a au moins un entier que nous nommerons €.

pour rappeler qu'il est certainement lié a € tel que 6; > -

C’est la qu’'intervient la croissance de la suite 0;
Que signifie que cette suite est croissante ?

Une suite (¢.) estcroissantesi | = Nwx,0, 0., .

La définition est tres simple : les termes successifs de la suite sont de plus en plus grands...

Dire donc que la suite &; est croissante, c’est dire que pour £ supérieur a notre fameux €_, on aura
0; 0; etdoncoO; > -.

Donc pour un nombre réel € quelconque, on est siir de trouver un entier €. telquesi¢ €.,onaala
fois

éé > ! - et éé ‘
Ce que I'on peut écrire :
Col<o
Comme I'on a bien évidemment
C <t 4 -

On pourra écrire

Ve ¢ -< 0 <"+ -
Ou aussi bien

leg €.,0 - 6 " +-

Mais cet encadrement prouve que ‘ est la limite de la suite (0; ).
Le nombre p a un nom : on dit que c’est la borne supérieure  de la suite (0; ) et I'on écrit :

= sup(6;)
La suite croissante et majorée converge vers sa borne supérieure. On peut en déduire que :

Si (0.) est une suite croissante et majorée, alors 0. Iingb O..
+

On a une démonstration identique et un résultat équivalent avec une suite décroissante et minorée.
On parlera alors de borne inférieure qui est le plus grand des minorants.



Les suites positives constituent alors un cas particulier a ne pas rater :
Une suite (¢.) est positive si | =0, estun nombre positif.
Donc
g, O
Une suite positive est donc minorée par 0.

Pour qudédune suite positive soit déoossamea.gent e,

Les suites positives ont d’autres particularités. Reprenons les conditions du dernier théoreme du 3.1
et ajoutons que la suite (0; ) est positive et que la limite de la suite U; : Jbseit égale a 0.

On considere une suite ¢. positive et une suite o. de limite égale & O et telle que

f= 0, o,

Alors la suit e ¢. converge et sa limite est égale a 0.

Si nous reprenons les « € », on aura :

Pour un € strictement positif quelconque que nous choisissons, il existe un entier €. tel quesie €_,

onaO - U O+ -.
Ce qui peut s’écrire
-0 -
Comme U; est positive puisque I'on a
0 0 U

On peut écrire
e €.,0 0 -
On peut donc écrire
g €.,0 0 U -
Et donc en éliminant U; D
e €.,0 0O -
Ce qui prouve que la limite de 0; quand ¢ tend vers l'infini est 0.

Ce théoréme a des conséquences tres utiles :
Tout d’abord le théoréme d’encadrement appelé souvent « théoreme des gendarmes » :

Soient 9. , o, , =. trois suites telles que J=,0. o, =..Siles suites (0.) et (.)
convergent et ont la méme limite &, alors la suite  (©o.) converge et a pour limite .

L’encadrement

peut s’écrire

Posons
Q=0 Ozetqy =0; O
On adonc
0 a @
Or la suite 3 a pour limite 0.
En effet
% =m0 6= m 0e i, 6 = b 0

Donc d’apres le théoréme précédent

O



Ded = U 0O;,ontire
0 =Q +
Ona
LT 0= dm A b =0 e
On a donc bien
Am, 0 = /o
Quand une suite est encadrée par deux autres suites, on do it penser a ce théoreme

déencadr ement.

Une autre conséquence est fournie par le théoréme suivant :

Soit (¢.) unesuiteet Dun nombre r ®el . S6i b, deximite egale alh e

telle que

e, @, 28 o
Alors la suite  (¢.) converge et sa limite est égale a L.

Il est important dans cette situation de savoir a quoi correspond la situation créée par la valeur
absolue.
Si'on se donne un nombre réel i positif et un nombre réel quelconque, comment placer le nombre
réel wtel que v  B= |
La valeur absolue traduit la distance entre deux nombres. Graphiquement, on a
1 i
A A
3 T 2
W i W O+ i

L'équation 0 %= | adeux solutions: W= @ 1 et ®= O+ 1.
Passons al'inéquation 0 68 |

i
A A

/4 Y 2
I I I I I
®» i w @ W W+ i
[V IR (VA
On a donc
W W i OV W 0,0+ W1 ® O+i

Donc

Q: Is O | O 06 |+
D’apres les théorémes sur les opérations sur les limites, on a

I|m| I‘)‘s:I Ilm L‘)g;:| 0=

€0 +Hb £E0 +Hb

dim | +0 =] + lim 0. =] +0=|

€0 +Hb £E0 +Hb

Donc d’apres le théoréeme des gendarmes, la suite 0; converge et sa limite est égale a a.

S
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En pratique, ce théoréme sera d’'une grande utilité. On aboutira souvent a des majorations du type
: s _NF
Ici A est un nombre réel positif et 1 sera une nombre réel strictement compris entre 0 et 1.
Le terme _1j¥ est celui d’une suite géométrique de raison comprise strictement entre 0 et 1. Or une
telle suite converge et a pour limite 0. On pourra donc en conclure que 0; converge vers a.

3.3) Déterminer une limite

Les théoremes rencontrés dans la partie précédente nous permettent de dire si une limite existe et
parfois de dire quelle est cette limite. En général ils n’affirment que son existence.
Dans certaines situations on peut les calculer.

Nous avons déja rappelé que

Toute suite géométrique de raison strictement comprise entre 0 et 1 est convergente

et de limite égale a O.

Quand la raison est strictement comprise entre 0 et 1, la démonstration est facile. On écrit
r'].‘s — g
Onaln B < 0,donc

Et donc par composition des limites, on a
dim gt =9
£0+Hb
Quand 1 est négatif, c’est-a-dire compris entre 1 et 0, on considére la suite 0; = 9°S

On peut écrire

11

9 s= 9
Si 1<n<O0alors0< g\3< 1, donc la suite (0;) converge vers 0 d’apres la propriété précédente et
la suite ¥ également d’apres les théorémes vus au 3.2.

En dehors des suites géométriques, deux autres sortes de suites nous intéressent.

Suites explicites fonctionnelles
Ce sont les suites du type 0; = "Q¢ .
Dans ce cas nous avons un théoréeme cadre :

Si la fonction I apourlimite t en+b,alorsona Ici)mHDO. ="
=0+

Soit par exemple

28+ 3
0; = —
E g+
On peut écrire
, o~ — 20+ 3
0; = Qe avec Qw = —
w+ 1
Ona
20+ 3 2w
im — = lim —=2
W+ W+ 1 P+ W
Donc

0 +Hb



Suites récurrentes :
On aun théoréme tres important :

Soit 0. une suite définie par la relation de récurrence 0.. =0. ,dans laquelle |}
est une fonction continue. Si la suite 0. admet une limite, cette limite est solution

de | 6®qjjetwon

Ce théoréme est intéressant a divers niveaux.
Tout d’abord, si I'équation "Qw = wn’a pas de solution, la suite ne peut pas converger.
Par exemple une suite arithmétique de raison non nulle ne converge pas.
Une suite arithmétique s’écrit de facon récurrente sous la forme
Op+1 = Op +1
Elle correspond a :
0;+1 = QO0; avec Qw = w+ i
L’équation "Qw = wdonne
wti =W
Ce qui donne
i=0
Si la raison n’est pas nulle, cette équation est impossible. Donc la suite ne converge pas.

Mais attention,| " exi st ence d’une solution a |’ équation
La suite géométrique 6; = 2¢ a pour raison 2 : elle est divergente.
Ona

m 0 = I 2 =m0 n 2 = vk =

Sous sa forme récurrente, elle s’écrit
Op+1 = 20;
Soit
0;+1 = Q0; avec Qw = 2w
L’équation "Qw = wa une solution :
20=w w=0

De nombreux énoncés de probléme utilisent ce théoréme pour déterminer de fagcon approchée a I'aide
d’un programme la solution d’'une équation.

Un énoncé assez typique aura la forme suivante.

On donne une fonction, par exemple la fonction "Qdéfinie sur ]0;+co[ par:

. In @
Qw =1+2—
W

On montre que cette fonction a une racine unique sur l'intervalle ]0,1].
On appelle a cette solution. On construit alors une autre fonction "Qdéfinie par
1,
Qo = Q2%
On montre que I'équation "Qw = 0 est équivalente a I'équation Qw =
Et'on construit une suite récurrente 0; ,; = "Q0; dont on démontre qu’elle est convergente.

Sa limite remplit 'équation "Qw = w et donc I'équation "Qw = 0. Il suffit ensuite d’écrire un
programme ou de travailler avec un tableur pour trouver une valeur approchée de cette solution.



u0 1,0000
ul 0,6065
uz 0,7384
u3 0,6913
u4 0,7078
uS 0,7020
u6b 0,7040
u?7 0,7033
u8 0,7035
u9 0,7034

Sil'on travaille avec un tableur, on trouve que la solution est environ égale a 0,7034
Sil'on remplace dans I’équation initiale, on trouve :

In(0,7034) 000037
0,7034 ’
IV) Des outils pour | ' éeétude des

Tout ce qui précede a mis en évidence I'importance de questions qui a priori ne semblent pas avoir de
rapport avec la notion de limite : la monotonie (c’est-a-dire le sens de variation) d’une suite, son signe
(est-elle positive par exemple ?), et enfin le fait qu’elle soit minorée, majorée...

Or ces divers éléments ne s’étudient pas exactement de la méme facon suivant le type de suites que 13
'on étudie.

4.1) Monotonie

La situation de base
C’est le critere que I'on ne prendra quand aucun autre n’est disponible.

1 sbagi t do®t udi er | €., s ©.g Biee sigme ebstgositif laasuiteé ést ®

croissante, sinon elle est décroissante.

Les suites positives
Dans le cas des suites strictement positives, on a un autre critere qui peut étre appliquée quand la

« forme » de la suite s’y préte, c’est-a-dire quand elle est « multiplicative ».

0.
Une suite strictement positive est croissante si | ‘ona =, —

0.
Ous
0.

Une suite strictement positive est décroissante sil 'ona ! =,

Un exemple classique est celui de la suite (63 ) définie par
, gl
0; = 2—8
Cette suite est évidemment strictement positive.
coogo Ot+1
On étudie 5 On a
£




e+ 1!

Opsep  ~EFI - &+ 11 282 &+
= - = - X — =
0; gl 281 T gl 2
28

Ce nombre est supérieur ou égala 1 dés que € 1. La suite (0;) est croissante.

Les suites explicites fonctionnelles
Soit une suite de la forme 0. = k). Silafonction [Jest croissante sur s, la suite est
également croissante, si la fonction est décroissante, la suite est également

décroissante.

Par exemple, la suite

, _&+1
T 2%+3
Cette suite est engendrée par la fonction
e @F 1
Q0 = oo 3
Ona
Fo = ov a2

La fonction "Qest croissante sur [0 ,+ HY. La suite (0; ) également.

0,6

0,5

0,4

0,3

0,2

0,1

O T T T T T T 1
0 2 4 6 8 10 12 14

Mais, attention si la fonction n’est ni croissante, ni décroissante, on ne peut rien en déduire pour la

suite 6; comme le montre le graphique ci-dessous.
A

v

14



La suite est croissante alors que la fonction change de variations.

Les suites récurrentes
Il ne s’agira ici que des suites récurrentes simples de la forme 0; .1 = "Q06;
On a alors un résultat tres important.

Si la fonction I est croissante, la suite  (¢.) est monotone. Elle est croissante si 0 0

et décroissante si ¢ O .

Ce résultat est tellement important et simple dans sa mise en ceuvre qu’a chaque fois que I'on a a
étudier une suite de ce type, il convient de commencer par se poser la question : la fonction est-elle
croissante ou pas ?

Si la fonction est décroissante, I’énoncé fera souvent étudier les deux sous-suites extraites de la suite

A

0:
Ug = Oz €t Uz = Opgeg
On peut vérifier que ces deux suites sont monotones.

On démontre que si ces deux suites convergent vers la méme limite, alors la suite 0.

converge aussi vers cette limite.

Si la fonction n’est ni croissante, ni décroissante, ou si les deux sous-suites mentionnées ci-dessus sont
trop difficile a étudier, on peut également passer par I'étude la fonction "Qdéfinie par
| e = - 15
L’étude du signe de cette fonction peut donner des résultats utilisables.
Si cette fonction est positive, on aura

Qo
Donc
“Q(')‘S ()é
Et donc
Og+1 O

On a un résultat similaire si la fonction est négative.

4.2 Majorants, minorants
Nous avons précisé plus haut la notion de majorant. Celle de minorant est de méme nature.

Un résultat important qui concerne tous les types de suites :

Silasuite ¢. estmajoréepar 4, etconvergevers &,alors ~ 4.

Silasuite ¢. estminorée par 0O, etconverge vers %, alors O.

Si la suite ¢, est majorée par 1 et minorée par O, et converge vers &, alors
o -~ 4.



Dans le cas des suites explicites fonctionnelles, si la fonction est majorée, il en est de méme pour la
suite, si la fonction est minorée, il en est de méme pour la suite.

Pour les suites récurrentes, nous avons un résultat équivalent.

Si la fonction est majorée, la suite I'est également.

En effet, s’il existe un nombre réel 0 tel que! @™ Qw  0,alors "Q6; = 6; 0 etl’on démontre alors
par récurrence que! € 1,6y 0.

De la méme fagon on pourrait montrer que la suite est minorée quand la fonction est minorée.

Par exemple la suite définie par :
0p=1

., 0 +2

Og+1 = 26, + 3
On montre simplement par récurrence que cette suite est positive, donc minorée par 0.
Nous avons vu que la fonction "Qétait croissante et 'on a

Jm, 0 =2
On peut donc en conclure que

fegNm,0 06 2
Comme cette suite est engendrée par une fonction croissante, elle est monotone. Comme elle bornée,
elle est nécessairement convergente (elle est soit croissante et majorée par 2, soit décroissante et
minorée par 0).
Sa limite est solution de I'’équation Qw =
Ona
. — = 16
w+ 2 . . N5+ 1 . M1 —
20+3 © 9T T MeTTH
La premiere solution est négative et n’appartient donc pas a l'intervalle [0,2]. Nous ne conserverons
que la seconde.
On a donc
‘s!T!rPI-boé - 2

Dans de nombreux problémes, la fonction "Qn’est ni majorée, ni minorée, mais la suite I'est car elle
«reste » dans un intervalle précis. Dans ce type de situations, I'’énoncé fournit en général I'intervalle.

L’appartenance de la suite a cet intervalle se fait par récurrence.

Retenons comme principe quseited récornerttes st lporaisoomeniept pdr d e

récurrence.

V) Limites infinies

Les théoremes sur les limites donnent toute leur importance a des suites de limite infinie.
Par exemple sil'on a éloirpl_bc')é = + Hb, la suite (U; ) définie pour tout & par :

O
0; +2

l‘)é:



convergera et aura pour limite 1.

Il est donc important de savoir quand on aura une limite infinie.

Dans le cas d’une suite explicite fonctionnelle, la situation est trés simple puisque la suite se comporte
comme la fonction.

Les autres cas sont plus délicats et demandent donc un théoreme permettant de conclure sous
certaines conditions :

Toute suite croissante non majorée tend vers + b.

Toute suite décroissante non minorée tend vers + b.

Dire qu’une suite est non majorée, c’est dire que quelque soit le réel 0 que 'on choisit, il existe un
entier que nous nommerons &€; pour rappeler qu'ilestli¢é a0 tel que 6z, > 0.

Comme la suite est croissante,onal & £;,0; 0z, doncdg > 0.

Il y a donc une infinité de termes de la suite qui dépasse U et ceci aussi « grand » 0 soit il.

Ces propriétés ne sont pas faciles a utiliser pour démontrer qu’'une suite tend vers l'infini. C'est plut6t
la propriété réciproque que I'on rencontre :

Siune suiteten dvers +b, el | e nobaped. pas m

VI) Des cas particuliers
4.1) Suites implicites

Nous n’avons pas évoqué le cas des suites implicites, car il n’y a pas de méthode standard d’étude de
telle suite en particulier en ce qui concerne leur convergence.
Il faut se laisser conduire par I’énoncé.

4.2) Suites adjacentes

Ces suites constituent un excellent outil pour prouver la convergence, mais elles ne sont pas toujours
faciles a utiliser.
Deux suites ¢. et o. sontadjacentessi | 6une est cauteidécwissanteetsi | 6
_’I'Oi'l;l_bo. o, =
On a alors le théoreme suivant :

Deux suites adjacentes sont convergentes et ont la méme limite

Supposons que 0; soit croissante et U; décroissante.
Montrons que les hypothéses permettent d’ajouter que nécessairement, on a :
LEN 8,0 U
Appelons @ = Uy 0
Ona
Q+1= Ugrr Ogsn
Donc



G G = Ugysq O¢+1 U; O
Ugs1 Uz + (0 Ogsq)

Comme (U; ) est décroissante, on a
Oge1 U O
Comme (0;) est croissante, on a
éé éé «1 O
On en déduitque & ,1 Q estla somme de deux nombres négatifs : c’est donc un nombre négatif.
La suite (& ) est donc décroissante. Comme sa limite est nulle, elle ne peut pas étre négative. On a donc

lgnve,a O
Et donc
LEN 8,0 U
Ona
¢ Nw,0; Uy car U; estdécroissante
Donc

JeN®,0; U
La suite (0;) est donc croissante et majorée, elle est donc convergente vers une limite que l'on
nommera ¥.
On montre de méme que la suite (U;) est décroissante et minorée (par ), elle est convergente vers
un nombre ¢’
On a donc d’apreés les théoremes sur les limites
lim éé U,:; =/b /B

£0+hb
Or
Jm 6 =0 19
Donc -
Jb /=0
Donc
=B

Ce qui démontre le théoreme.

Dans le cas d’une suite récurrente 0; 1 = "Q0; , dans laquelle la fonction "Qest décroissante, il arrive
assez souvent que les suites (U; ) et (0; ) définies par

Uy = 0z €t 0 = 0pp41
soient adjacentes. Ce qui permet alors de démontrer que la suite (0; ) converge.

VII) Formules et méthodes indispensables a connaitre

Rappelons pour terminer quelques formules, définitions et méthodes indispensables a connaitre.

4.1) Suites arithmétiques

Une suite arithmétique de raison i est définie par la relation de récurrence :
Op+1 = 0 +1

Sa forme explicite est
0; = Og + €l

Sil'on ne part pas de 0g, on a



(.,)é = ér'] + & r] i
Une suite arithmétique de raison différente de 0 est divergente.

4.2) Suites géométriques

Une suite géométrique de raison 1] est définie par la relation de récurrence :

0:+1 = NO;
Sa forme explicite est :
0; = Ooh*
Sil'on ne part pas de 0y, mais de 6,y D
(,)é = Onr]8 n

Une suite géométrique de raison strictement comprise entre 1 et 1 est convergente et sa limite est 0.
La suite géométrique de raison 1 est stationnaire (c’est-a-dire constante). Elle est évidemment
convergente de limite 0.

Les suites géométriques de raison inférieure ou égale a 1, ou de raison strictement supérieure a 1
sont divergentes.

4.3) Suites arithmético-géométriques

Une suite arithmético-géométriques est définie par la relation de récurrence
0pr1 = GO + @

On se place dans le cas ot est différent de 0 et de 1 et West différent de 0.

On cherche le point fixe de la suite, c’est-a-dire 'unique solution de I’'équation

W= X+ © 19
Soit a cette solution. —
On montre ensuite que la suite (U; ) définie par U = 6; | estune suite géométrique.
On calcule Uy = 6y | ,puis on écrit la forme explicite de U; .

De I'égalité 6; = U; + | ,on détermine la forme explicite de O; .

Une suite arithmético-géométrique (avec @ O et @ 0) est convergente si et seulement si
1 < ®< 1,salimite est alors le point fixe de la suite.

4.4) Le principe des dominos

Si "@st une fonction quelconque définie pour tous les entiers, on a
€

M1 QO ="+ 1 Qo)
0

Sil'onpartde€ = n,ona:

Q1 QQ

Qe+1 Q)
'?’g::h
Il existe une forme multiplicative de ce principe, a condition que pour tout entier QQQ 0D
vl Qe+l

- To0 0 Qo
>0

Ou en partantde ¢ = ) D



o QQ Qn
4.5) Sommes remarquables
On doit savoir absolument
) o EETL
] 2
0
€
- te+l1 26+1
z@ -
. 6
0
On peut ajouter éventuellement
) g BETL 2 g2+
. - 2 - 4
G0
On doit savoir absolument
¢ AE+1 AE+1
o= 1 Nt 9 1
we LM TAI
On trouve souvent
€ £ R
. . 1 reE+1
fe= R 1= _ 1
. 1 1
1 Q0

On peut ajouter (méme si cela ne fait pas partie du cours sur les suites) la formule du bindbme de ﬂ

Newton :
é 1
[ 5 é _ 8 v )5 TQ
O+ 0 = 9 OF
Ko=)



