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1.1) Position du probleme

Les combinaisons linéaires sont des outils fréquemment utilisés.

Leur importance est telle que l'on s'intéresse souvent a des ensembles stables par combinaison

linéaire, c'est-a-dire tels que si u et v sont deux éléments de l'ensemble et a et b sont deux

nombres réels quelconques, alors au + bv est aussi un élément de 1'ensemble.

On connait de tels ensembles.

Par exemple tous les ensembles de matrices de la forme M, ,(R) avec n € N*,p € N*

Mais aussi I'ensemble des réels lui-méme : si I'on prend deux réels x et y quelconques et deux autres

réels a et b, alors ax + by estaussiun réel.

Il y a également I'ensemble des fonctions numériques : si f et g sont deux fonctions et a et b sont

deux réels alors af + bg estune fonction.

L'ensemble des fonctions continues, I'ensemble des fonctions dérivables sur un intervalle donné...

Les polynomes de degré inférieur ou égal a 3...

Si P(x)=ax®+bx?>+cx+d etsi Q(x)=ax®+ px?>+yx+ 45, onapour tout couple de réels (4, u) :
AP(x) + uQ(x) = (Aa + pa)x® + (Ab + uf)x? + (Ac + ly)x + Ad + A8

les coefficients du polyndme obtenu étant éventuellement nuls...

Par contre les polynomes de degré égal a 3 ne sont pas stables par combinaison linéaire.
Par exemple si
P(x) = x3 + x?
et
Q(x) =-2x3—-3x+1
Ona
2P(x) + Q(x) =x*>—3x+1
qui n'est pas un polynéme de degré 3.




L'ensemble des entiers n'est pas stable par combinaison linéaire...

1.2) Opération interne

Nous venons de voir que une combinaison linéaire d'entiers n'est pas toujours un entier. Par
contre, la somme de deux entiers est toujours un entier.

Cette propriété est vérifiée pour tous les ensembles qui sont stables par combinaison linéaire :
puisque pour tout couple (a,b) de réels, au + bv appartient a I'ensemble, la propriété reste vraiesi
I'on prend en particulier a=1 et b =1. Onabien u+v €E (sil'ona 1lu =u)

Les polynomes de degré égaux a trois ne sont toujours pas stables pour I'addition :
si Px)=x3+x et Q(x) =—x3+1, P(x) + Q(x) = x + 1, quin'est pas un polynéme de degré égal a
3.

Si la somme de deux éléments quelconques d'un ensemble E est encore un élément de E, on dit
que l'addition est une opération interne dans E.
VueEVveEEu+veE

Encore faut-il que l'addition est un sens dans E ? Par exemple, il n'y a aucun sens dans
I'ensemble des droites du plan a envisager la somme de deux droites.
Quand l'addition est une opération interne, on aime bien qu'elle possede les « propriétés de confort »
usuelles.

1.3) Propriétés de I'addition

On considere un ensemble E sur lequel on a pu définir une addition.
On dit que cette addition est commutative si :
VueEVveEu+v=u+v

On dit que cette addition est associative si :
VueEVveEEVWEEu+@w+w)=(uU+v)+w

On note alors cette somme commune sous la forme u + v + w (sans parenthese).

S'il existe un élément e de E tel que
VueEut+te=e+u=u
cet élément est appelé élement neutre pour l'addition.

Remarquons que si cet élément existe, il est unique.
Supposons en effet qu'il y en ait un autre que I'on notera e'.
On aura

VuEE,u+e' —e +tu=u
Donc en considérant E comme élément neutre :

e +te=¢e
Et en considérant e comme élément neutre
e +te=¢e

On a donc




Souvent, on appelle zéro de E cet élément neutre et onle note 0 ou 0.

Dans le cas ou il existe un élément neutre, on se propose de chercher si pour un élément u de E,
on peut trouver un élément v de E tel que
ut+v=v+u=e
Si C’est le cas, v est appelé le symétrique de u, ou plus simplement l'opposé de u. On note
souvent
vV=—u

Si I'élément neutre existe et que 1'addition est associative, il est unique. Supposons en effet qu'il y en ait
un autre v tel que donc
ut+v =v tu=e

On aura

ut+v=e=>v +tut+tv=v +te=v
Or

v4+ut+tv=wW +tu)+tv=et+v=v
Donc

Sitout élément v de E admet un opposé, on peut construire une opération soustraction, par
u—v=u+opp(v) =u+(-v)

1.4) Groupe additif

Soit un ensemble E surlequel on peut définir une addition.
Si cette addition :

e est une opéra&tion interne dans
* est associative

e posseéede un él ément neutre

e est tell e qWEepossedewn opppdé.é ment de

Alors on dit que I'ensemble E, muni de cette addition est un groupe additif.
Si de plus cette addition est commutative, on dit que I'on a un groupe additif commutatif (ou abélien).

Bon nombre des ensembles cités plus haut sont des groupes additifs commutatifs.

Mais l'ensemble des entiers naturels ne forme pas un groupe additif puisque un entier n n'a pas
d'opposé en général (sauf pour n = 0).

Par contre I'ensemble des entiers relatifs forme un groupe additif commutatif.

Donnons un autre exemple important.
L'ensemble R3 des triplets de réels peut étre muni d'une addition de la facon suivante :
(a,b,c)+ (x,y,z)=(a+x,b+y,c+2z)

Cette addition est bien une opération interne : la somme de deux triplets de réels est bien un triplet de
réels.
Elle est commutative :




(a,b,c)+ (x,y,z)=(a+x,b+y,c+2z)
=(x+ay+bz+c)
= (x,y,z)+ (a,b,c)

Elle est également associative :
((a,b,0) + (x,y,2)) + (m,n,p) =(a+x,b+y,c+2)+ (mn,p)
=(a+x+mb+y+nc+z+p)

De méme
(a,b,¢) + ((x,y,2) + (m,n,p)) = (a,b,c) + (x + m,y +n,z + p)
=(a+x+mb+y+nc+z+p)

Il est évident que le triplet (0,0,0) estl'élément neutre:
(a,b,c) +(0,0,0) = (a,b,c)

Enfin, tout élément de R3® posséde un opposé :
(a,b,c) + (—a,—b,—c) = (0,0,0)

R3® muni de I'addition est donc un groupe additif commutatif,
On écrit que (R3,+) estun groupe commutatif.

1.5) Loi de composition externe

Le produit d'une matrice d'un certain calibre par un réel donne une matrice de méme calibre.
Le produit d'une application continue sur un intervalle par un réel donne une application continue sur le
méme intervalle.
Dans ces situations on définit une application de 'ensemble R X E dans E qui a tout couple (4,u)
formé d'un réel et d'un élément de E fait correspondre un élément de E.
On dit que cette application est une loi de composition externe.
On note Ax souventsous laforme A.x.
Ona
Vu€eE,VAeER AuEE

Par exemple dans I'ensemble R3, on peut définir la multiplication par un réel de la fagcon suivante :
k(a,b,c) = (ka, kb, kc)
1.6) Propriétés de certaines lois de composition externe
Certaines propriétés "de confort” sont importantes :
VueE lu=u
Vu€e E,Vae R, Vb € R, (a+ b)u =au+ bu

Vue EVve E,Vae R a(u+v)=au+ av
Vu e E,Va € R, Vb € R, a(bu) = (ab)u

o 2 =

Nous avons vues que ces propriétés sont vérifiées dans le cas des matrices.




Montrons qu'elles sont vérifiées pour les éléments de R3.

Ona
1(a,b,c) = (1a,1b,1c) = (a, b, c)

(a+b)(x,y,z) = ((a+Db)x,(a+b)y,(a+b)z)
= (ax + bx,ay + by,az + bz)
= (ax,ay,az) + (bx, by, bz)
=a(x,y,z) + b(x,y,z)

a((x,y,2) + (t,u,v)) =a(x+t,y+uz+v)
= (a(x+1t),a(y +u),a(z+v))
= (ax + at,ay + au, az + av)
= (ax,ay,az) + (at, au, av)
=a(x,y,z)+a(t,u,v)

a(b(x,y,z)) = a(bx, by, bz)
= (abx, aby,abz)
= ((ab)x, (ab)y, (ab)z)
= (ab)(x,y,2)

1.7) Structure d'espace vectoriel
On considére un ensemble E muni d'une addition et d'une loi de composition externe.

Si (E,+) estun groupe commutatif et si la loi de composition externe définie sur E posséde les
quatre propriétés du 1.6), on dit que (E,+,.) est un espace vectoriel sur R, ou que E a une
structure d'espace vectoriel sur R.

On appelle alors les éléments de E des vecteurs. Les réels sont appelés des scalaires (de "ce qui
permet une mise a l'échelle").
Par exemple I'ensemble des matrices M, ,(R) estun espace vectoriel sur R.
(R3,+,.) estunevsur R. Mais delaméme facon (R" +,.) estunevsur R pour toutentier n.
L'ensemble des fonctions numériques, des fonctions continues, des fonctions dérivables sur un
intervalle,... sont des espaces vectoriels sur R.
Remarque :
1) Dans un espace vectoriel, I'opposé —u d'un élément u estégala (—1)u. En effet:
(—Du4+u=(-1+1Du=0g
2) Yu,0u = 0g. En effet
ou=1-Du=1lu—lu=u-—u= 0.
3) Ya€E R, a.0g = 0. En effet
a.0p=a(u—u)=au—au=au+ (—a)u = (a —a)u = 0u = Og
3)Soit a€R et u€ E tel que au = 0g, alorssoit a = 0 soit u = 0.
En effetsi a =0, ona Ou = 0j.
Si a¥0, ona:

1 1
au=OE:E(au)=EOE=OE:(Ea>u=05=>1u=0E=>u=0E




1.8) Sous-espace vectoriel

On considere un espace vectoriel E. Sil'on considere un sous-ensemble de E, ce sous-ensemble a-t-il
nécessairement une structure d'espace vectoriel.
Remarquons d'abord que si ce sous-ensemble est vide, définir des opérations sur lui n'a aucun sens. On
élimine donc ce cas. La question n'a de sens que pour un sous-ensemble non vide.
Prenons un exemple.
Considérons l'ensemble des triplets de réels de la forme (1,x,y).
Cet ensemble n'est pas vide puisque le triplet (1,0,0) y appartient;
Mais cet ensemble n'est pas stable par addition :
(1L,x,y)+(1,a,b)=(2,x+a,y+Db)

Donc cet ensemble n'a pas une structure d'espace vectoriel.
Considérons maintenant le sous-ensemble F de R3 composé des triplets de la forme :
(x,3x+y,y—x)
Vérifions d'abord que cet ensemble n'est pas vide.
Il est évident que le triplet (0,0,0) appartient a cet ensemble.
En effet on peut écrire
(0,0,0) =(0,3x0+4+0,0—-0)
Montrons que cet ensemble est stable pour I'addition :

x3x+y,y—x)+(@3a+bb—a)=(x+a3x+y+3a+by—x+b—a)
=x+a3(x+a)+(y+b),(y+b)—(x+a))
=(X,3X+Y,Y - X)
avec X=x+a et Y=y+b

Montrons que cet ensemble est stable pour la multiplication par un réel :
A(,3x+y,y —x) = (Ax, A(3x + y),A(y — x))

= (Ax, 3(Ax) + (4y), (Ay) — (Ax))

=(X,3X+Y,Y - X)
avec X =Ax et Y = Ay.
La commutativité et l'associativité de l'addition étant vérifiée pour tous les éléments de R3, ces
propriétés sont également vérifiés pour les éléments de F.
Nous avons montré que I'élément neutre (0,0,0) appartenaita F.
Pourtout u de F ettoutréelde A, ona Au € F donc en particulier pour A = —1.
Onadonc (=1)u=-u€F.

Les quatre propriétés de la loi ce composition externe sont vérifiées pour tous les éléments de R3 donc
sont également vérifiées pour ceux de F.

En définitive, F possede également une structure d'espace vectoriel sur R. On dit que F est un
sous-espace vectoriel de R3.

Définition
Soit E un espace vectoriel sur R et F un sous-ensemble non vide de E. Si F posseéde une

structure d'espace vectoriel pour l'addition et la multiplication par un réel, on dit que F est un
sous-espace vectoriel de E

1.9) Caractérisation d'un sous-espace vectoriel




Soit E un espace vectoriel et F un sous-ensemble nonvide de E. Les exemples précédents semblent
montrer que la stabilité de F pour l'addition et la multiplication par un réel semble suffire pour que la
structure d'espace vectoriel passede E a F.
Il est clair que ces propriétés sont nécessaires.
Sont-elles suffisantes ?
Supposons que F soit stable pour I'addition et pour la multiplication par un réel, c'est-a-dire que

VvueF,VveEF,u+vEF

Vu€e F,VAeER Au€EF

Vérifions qu'alors F vérifie bien toutes les propriétés d'un espace vectoriel.

La commutativité et 1'associativité de 1'addition étant vérifiées pour tous les éléments de E, elles sont
vérifiées également pour tous les éléments de F, puisque F C E.

De méme les quatre propriétés de la multiplication par un réel étant vérifiées pour tous les éléments de
E, elles sont aussi vérifiées pour tous les éléments de F.

Reste donc a vérifier I'existence d'un élément neutre pour l'addition, et celle de I'opposé pour tout
élémentde F.

VYu € F,VA € R, Au € F doncen particulier (—1)u € F etdonc —u € F.

Donc F contientles opposés de chacun de ses éléments.

Si u€F etsi veEF,u+ve€F. Orpourtout élément u dans F, —u € F, donc u+ (—u) € F.

Or u+ (—u) =0. Donc 0 €F.

Puisque pour tout élémentde E,u+ 0 =0+ u = u, cette propriété reste vrai pour tout élémentde F.
Donc F contient bien un élément neutre pour l'addition.

En conclusion F estbien un espace vectoriel.

Théoréme
Soit E un espace vectoriel et F un sous-ensemble non vide de F.
F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si F est stable pour l'addition et pour la
multiplication par un réel, c'est-a-dire si et seulement si :
VueF,YveEF,u+veEF
Vue FFVAeE R Au€eF

On peut donner a ce théoreme une forme plus synthétique.
Si F eststable pour l'addition et pour la multiplication par un réel, alors :
Vu€eF,VveF,VaeRVbeR, au€F,bveFdonc au+ bv EF

Réciproquementsi Yu € F,Vv € F,Va € R,Vb € R,au + bv € F, alors en prenant en particulier a =1
et b =1, onobtient:
lu+lv=u+verF
Eten prenant b = 0, on obtient:
au+0v=au€eF

Théoreme
Soit E un espace vectoriel et F un sous-ensemble non vide de E.F est un sous-espace vectoriel
de F sietseulementsi F eststable par combinaison linéaire, c'est-a-dire si et seulement si

Vue F,Yve F,Yae R,VYb e R,au+ bv € F

Exemple : On considére l'espace vectoriel des matrices carrées d'ordre 2, M, (R).

On considere le sous-ensemble F de M,(R) des matrices triangulaires supérieures.

Ce sous-ensemble est non vide puisqu'il contient par exemple la matrice identité.

Soit 1 et pu deux nombres réels quelconques et A et B deux matrices de F. Montrons que




AA + uB estun élémentde F, c'est-a-dire une matrice triangulaire supérieure.
_(a b _(x Yy
Posons 4 = ( c) et B = (O z)' Ona

0
=25 D)+uy )= G

On trouve bien une matrice triangulaire supérieure.
Donc F estun sous-espace vectoriel de M,(R). F est donc lui-méme un espace vectoriel.

Remarque : pour démontrer qu'un ensemble non vide est un espace vectoriel, on montre souvent
que cet ensemble est un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel connu.

Il est par exemple évident que 1'ensemble des fonctions numériques forme un espace vectoriel.

Les fonctions polynomes de degré inférieur ou égal a 3 font partie de cet ensemble.

Le sous-ensemble des fonctions polyndmes de ce type n'est pas vide et est stable par combinaison
linéaire comme nous l'avons vu précédemment : c'est donc un sous-espace vectoriel de 1'espace vectoriel
des fonctions numériques. L'ensemble des fonctions polyndmes de degré inférieur ou égal a 3 est donc un
espace vectoriel.

Bien entendu, 1'ensemble des fonctions polynémes de degré quelconque est aussi un espace vectoriel
comme sous-espace vectoriel de 1'espace vectoriel des fonctions numériques.

1.10) Sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs

On considére une famille finie de vecteurs d'un espace vectoriel E : eq,...,e,.
Soit F l'ensemble des combinaisons linéaires de ces vecteurs, autrement dit F estl'ensemble des
vecteurs de la forme

a;ei+...+a,e,, avec(ay,...,a,) € R"

Il est évident que tout vecteur de F estunvecteur de E puisque ey,...,e, étantdes vecteurs de E,
toute combinaison linéaire de ces éléments est aussi un élément de E.
De plus F n'est pas vide par construction.
Soit u et v deuxvecteursde F. Celasignifie quel'on peutécrire u et v souslaforme:
u=aume+...+ta,e,
v = ﬁ161+. .. +,3nen

Soit 4 et u deuxréels quelconques,ona:
Au+pv = Aare+...+a,e,) + u(Brer+... +6qe,)
= Adae;+... +iaye, + puprei+... +upre,
= (Aay + ppr)er+... +(Aa, + ufy)en

Au + uv s'écrit bien comme combinaison linéaire des vecteurs ey, ...,e,, etdoncappartienta F.
Donc F estun sous-espace vectoriel de E.

On dit que c'est le sous-espace vectoriel engendré par la famille ey, ..., e,.
On le note souvent
F =Vect(eyq,...,e,)

Considérons par exemple les vecteurs u; = (2,—1,3) et u, = (1,1,2) del'ev R3.
Le sous-espace vectoriel de R engendré par les vecteurs u; et u, estconstitué par tous les triplets




de R3 delaforme xu; + yu,, c'est-a-dire:
x(2,-1,3)+y(1,1,2) = 2x+y,—x +y,3x + 2y)

On écrira
Vect(u,up) ={(2x+y,—x+y,3x +2y),x E R,y € R}

Réciproquement sil'on considére I'ensemble suivant :
F={(x+y,x—y,y), xR,y €R}

on peut écrire tout vecteur de F sous la forme
x(1,1,0) + y(1,-1,1)

F apparait alors comme I'ensemble des combinaisons linéaires de v; = (1,1,0) et v, = (1,—1,1).
On peut écrire
F =Vect(vy,v;)

Ce qui prouve que F est un sous-espace vectoriel de R3,

1.11) Famille génératrice

On considére par exemple l'espace vectoriel R? etles vecteurs u; = (1,1),u; = (—1,2) et us = (2,3).
Soit u un élément quelconque de R2, u = (a,b).
Peut-on trouver trois réels x,y,z tels que u = xu; + yu, + zus.
Si c'est possible, on aura
(a,b) =x(1,1)) +y(-1,2)+2z(23)=(x—y +2z,x + 2y + 32)

On est ramené a la résolution d'un systeme de deux équations a trois inconnues :
xX—y+2z=a
{x +2y+3z=5>b
En appliquant la méthode du pivot de Gauss, on obtient par L2 « L2 — L1 :

xX—y+2z=a

{3y+z=b—a
Soit

X—y=a-—2z

{3y=b—a—z

On obtient un systéme triangulaire en x et y dont on sait qu'il a une infinité de solutions parametrées
par l'inconnue secondaire z.

xX—y=a
Pour z =0 par exemple, on aura: {Sy —b—a
b—a b—a 1
Doncy = etdoncx=y+a=T+a=§(2a+b)

On peut écrire

3

1
u=§(2a+b)u1+ u, + Oug

Sil'on prend par exemple z = —a, ontrouve 3y =b donc y = g et donc

b
x=y+a+2a=§+3a.




On aura

b b
u= (§+ 3a)u1 +§u2—au3

Tout vecteur u de R? peut donc s'écrire comme combinaison linéaire des vecteurs u,;,u, et
Uus.

La famille (u,,u, u3) estappelée famille génératrice de R2.

On peut remarquer que montrer qu'une famille est génératrice revient a montrer qu'un systéme a des
solutions.

On peut avoir une solution ou une infinité de solutions.

Considerons par exemple les vecteurs u; et u, avectoujours u; = (1,1),u,; = (—1,2).
Ces deux vecteurs constituent-ils encore une famille génératrice de R2.
On reprend la méme démarche que précédemment. Soit u = (a,b) un élément de RZ.
Peut-on toujours trouver deux réels x et y tels que

u = xuq + yu,

On écrit
(a,b) =x(1,1) +y(-1,2) = (x —y,x + 2y)

On aura a résoudre le systéme :

{;C I }2]y==ab

G 206)=6)
1 2 v/ \b
Nous savons que ce systeme admet un couple solution et un seul si et seulement si c'est un systeme de

1 -1
1 2

G 2D nmal 3)

Donc la matrice (1 ;1) est inversible.

Ce systéme s'écrit matriciellement

Cramer, c'est-a-dire si et seulement si la matrice ( ) est inversible.

On a évidemment

Nous pouvons affirmer que le systéeme est un systeme de Cramer. Quels que soient lesréels a et b,on

: . XxX—y=a
trouvera un unique couple de réels (x,y) tels que {

Prenons un autre exemple dans R3.
On considere les vecteurs u; = (1,-2,1), u; = (3,2,0) et uz; = (1,6, —2).
Ces trois vecteurs constituent-ils une famille génératrice de R3 ?
Soit u = (a,b,c) unvecteur quelconque de R3. Existe-t'il pour n'importe quel triplet (a,b,c) trois
nombresréels x,y et z tels que
u=xu; +yu, + zug

Ou autrement dit
(a,b,c) =x(1,-2,1) +y(3,2,0) + z(1,6,-2)

D



Ce qui revient a
(a,b,c)=(x+3y+2z—-2x+2y+6z,x—2z2)

On est ramené au systéme

x+3y+z=a
{—2x+2y+6z=b
x—2z=c

Systeme qui a pour forme matricielle :
1 3 1 x a
S ENONG
1 0 -2/ ‘\z c
1

3 1
Ce systéme est-il de Cramer ? Ou autrement dit la matrice <—2 2 6 ) est-elle inversible ?
1 0 =2

1 3 1 1 3 1
<_2 2 6 L2eL2+211 0 8 8
1 0 -2/ 13c13-11 \0 -3 =3

1 3 1 1 3 1
(O 8 8 >L3 8;3+3L2 (0 8 8)
0 -3 -3/7°° 0 0 0

On obtient une matrice triangulaire non inversible : le systéme n'est pas un systeme de Cramer. Il n'y a
pas de garanti d'existence de solution, ni bien entendu de leur éventuelle unicité.
Nous n'avons pas répondu a la question.

x+3y+z=a
Revenons au systéme initial : {—Zx + 2y +6z=>.

xX—2z=c
On le transforme par le pivot de Gauss avec les mémes opérations que celles effectuées sur la matrice.
Ona

On a évidemment

Puis

x+3y+z=a x+3y+z=a
{—2x+2y+6z=bL2<_ﬁ>+2mL {8y+82=b+2a
xX—2Z=c¢ 13<13-11 \—3y—3z=c—a
Puis
x+3y+z=a
8y+8z=>b+2a
0=—-2a+3b+ 8¢

8y+8z=>b+2a

—-3y—3z=c—a

x+3y+z=a
L3<8L3+3L2

On remarque que la troiseme condition n'est pas toujours remplie. Par exemple si I'on prend
a=1,b=1c=2

on obtient
—2a+3b+8c=-24+34+16=17+0

Ce qui signifie qu'il existe des triplets (a, b,c) pour lesquels le systéeme est impossible. On ne pourra pas
trouver pour ces triplets (a,b,c) des nombresréels x,y et z tels que
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u=xu; +yu, + zus

La famille (uy,u,,u3) n'estdonc pas génératrice dans R3.
Par contre nous savons qu'elle engendre un sevde R3.
Les éléments de R® qui appartiennent a ce sev s'écrivent u = xu; + yu, + zus.
Autrement ditsi u = (a, b,c), on aura nécessairement:
—2a+3b+8c=0

On dit que égalité est une équation de ce sev.
Si cette équation est remplie, on peut écrire

x+3y+z=a
{8y+82=b+2a
2a = 3b + 8¢
Donc
3b + 8¢
{x+3y+z=T
8y+8z=b+3b+8c
Ou encore

3
{x+3y+z=§b+4c
8y +8z=4b+ 8¢

On a plus d'inconnues que d'équations. On parametre le systéme par rapport a une inconnue secondaire
Z.

3
x+3y=—z+§b+4c

L
y—ch

Ce systéme admet une infinité de solutions.

Reprenons I'équation de ce sev que I'on nommera F.
Unvecteur u de coordonnées (a,b,c) appartienta F sietseulementsiona —2a+ 3b+8c =0, ou

autrement dit

_3b+8 3,
a = ) —2 Cc

On peut donc écrire :

3 3
(a,b,c) = (Eb 4 4¢,b, c) = b (E’ 1,0) +c(40,1)

Le vecteur u = (a,b,c) s'écrit comme combinaison linéaire de deux vecteurs

= (5.10)
vl - 2! )
v, = (4,0,1)
On a donc

u=bv +cv,
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Deux vecteurs suffisent a engendrer le sev F.
Est-ce qu'un seul vecteur suffirait ?
Supposons que ce soit le cas. Nommons w ce vecteur et appelons (a,f8,y) ces coordonnées.
On devrait avoir pour tout u € F
u=kw

(On dit que u est colinéairea w).
Mais comme v; et v, sontdans F, ontrouveraitdoncdeuxréels k; et k, telsque

v = kiw et v, = kow

On ne peut pas avoirni k; ni k, nulssinon v; et v, leseraient aussi.

Doncon a
1 1
W=—v, =—7V
ki Tk, ?
Ce qui donne
1
vV =—1v, = AV
1 k, 2 2

Peut-on trouver un tel réel A?
On aurait

3
(E’ 1,0) = A(4,0,1) = (44,0, 1)

On voit bien que cette égalité est impossible.

1.12) Base

On considére une famille génératrice (uq,...,u,) d'unespace vectoriel E. On sait qu'un vecteur
quelconque de E s'écrit sous la forme
u = a1u1+. ‘e +(lnun

Si cette écriture est unique, on dit que la famille (u4,...,u,) estune base.

Conséquence immédiate :
Si (uq,...,u,) estune base, alorsona

a; =B
au+... +a,u, = fug+. A pu, =4
ap = Pn
Bien entendu dans l'autre sens l'implication est également vraie.

Cas particulier
auq+...+a, =0 =>Vi,a; =0

En effet, on a toujours
0 = Ouy+...+0u,

L'unicité permet de conclure.

Remarque:
Le vecteur nul ne peut pas faire partie d'une base, ou autrement dit toute famille contenant le
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vecteur nul n'est pas une base.
En effet nous n'aurions plus I'implication précédente :
au+...+a,u, + A0 =0

n'implique pas que tous les coefficients sont nuls puisque cette égalité est vraie pour tout nombre A.
Un résultat fondamental

Toute famille contenant deux vecteurs colinéaires n'est pas une base.
Plus généralement, toute famille contenant un vecteur qui s'écrit comme combinaison linéaire
d'un certain nombre d'autres vecteurs de la famille n'est pas une base.

Montrons ce résultat.
Considérons une famille de vecteurs (uq,uy,...,u,) telles que par exemple u, s'écrivent comme
combinaison de k — 1 vecteurs de cette famille : tous les vecteurs de u;, jusqu'a u,_;.
On aura donc en particulier
u, = hup+... .+, U,

Le vecteur
Ouq + Oup+...+0uy 1 + Apup+... +A4, Uy — Uy

estdonc égala 0y sans que tous les coefficients ne soient nuls. Ce qui montre que la famille n'est pas
une base.

o



