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I) Primitives

1.1) Notion de primitive

La fonction 2 apourdérivée sur  lafonction : 2 .
On dit que est une primitive sur de la fonction
Mais on peut remarquer que la fonction : 2+ 1 a aussi pour dérivée . Il semble donc qu'en

général :
Quand une fonction a une primit ive, en général elle en admet plusieurs.

On a une premiere définition :

Soit F et f deux fonctions définies sur un méme ensemble sur lequel F est
DEFINITION dérivable.
Si '= , onditque est une primitive de

1.2) Fonctions ayant des primitives

Une large catégorie de fonctions admettent des primitives, mais nous n'en considérerons qu'une seule,
suffisament large : les fonctions continues.
On démontre et nous admettrons le théoreme suivant (appelé parfois théoréeme de Darboux)

Toute fon ction continue sur un intervalle | de admet au moins une primitive

THEOREME .
sur cet intervalle.

Un deuxiéme théoreme complete utilement celui-ci :

Si une fonction  f admet une primitive F sur un intervalle |, alors f admet une
THEOREME infinité de primitives sur cet interval le.

Toutes les primitiv. es de f sont de la forme F + constante.

Autrement dit toute primitive G de f sur [ s'écrira:
()= )+,
Il est évident que G définie comme ci-dessus est une primitive de f.
Puisque F est dérivable et que les fonctions constantes le sont aussi, G est dérivable et 1'on a
)=+ )= ()= ()

Réciproquement si H est une primitive de f sur I, on aura

()= ()
donc

()= ()
Donc

()= () =0
et donc

, ()- ()= constante



1.3) Primitives particulieres
Soit une fonction f admettant une primitive F sur un intervalle L.
Soit  unélémentdeletsoit unréel quelconque.

Question : existe-t-il une primitive G de f telle que G(a)=b ? En exise-t-il plusieurs ?

Si G est un candidat, on sait que G s'écrira pour tout dans I sous la forme

()= ()+
On aura donc en particulier
()= ()+
Sil'onimposeque ( )= , ona
= ()+
ce qui donne
= - ()

On en déduit que la fonction définie par
()= O)+ - ()= () ()t

est une primitive de f qui remplit la condition ( ) =

Exemple :

Déterminer une primitive de la fonction - qui prend la valeur quand =
3

Nous savons que la faction -3 est une primitive de - 2.

D'apres ce que I'on vient de dire, la primitive G sera égale a
3 13 3

1
= — = —+ = — - -+
) 3 3 3 3
Il est facile de vérifier que G vérifie bien les conditions imposées.
En pratique, on ne retient pas la formule, mais on reconstruit G.

On sait que
3
= + = — 4+
(1) =
On en déduit
13
= 1 = —+
3
donc
1
= - —+
3
et donc
31
= —-—+
3 3
Remarque:
Le choix de la primitive F n'influe pas sur la f onction G.
Soit H une autre primitive de . Montrons que la formule qui détermine G ne change pas, a savoir que
I'on a encore :
()= ()- ()+
On sait qu'il existe un nombre réel c tel que pour tout
()= )+
On aura donc
()= ()-



et en particulier

()= ()~
Ona
()= ()- ()+
=(()-)-C(C)- )+
= ()- ()+

1.4) La notation intégrale

Un cas particulier intéressant par rapport a la situation du 1.3) est celui d'une primitive qui prend la
valeur O pourunréel  del'intervalleI: on parle de la primitive qui s'annule pour =
Il s'agitdonciciducasou = 0.
On aura donc
()= ()- ()+0= ()- ()

Cette primitive importante a une notation particuliére : la notation intégrale.

On écrit
= ()
est une fonction de , dérivable sur ,dont la dérivée est et qui prend la valeur quand
Remarque :
2 +1
Il faut donc interpréter () comme une fonction composéeOn a
2 +1
() = (2 +1)
On adonc
2 +1
() '= (2+1) =2 +1) (2 +1)=2(2 +1)
3 2+1
Par exemple la fonction définie par 1+ a pour dérivée:

1
(3 2+1)' 1+ 3241 :6(1+ 32+1)

II) Intégrale définie
2-1) Intégrale d'une fonction continue

On considére une fonction continue f sur un intervalle 1. Soit a et b deux éléments de I. La fonction définie
par

est la primitive de f qui prend la valeur 0 pour =
On a alors



Cette valeur s'appelle intégrale de a a b de la fonction f.

Si est une autre primitive de f, on aura pour tout x de I

()= ()+
Donc
()= ()+
()= ()+ =
donc
()= )+ ()
et donc
()= ()= ()
et donc
= ()- ()
Soit f une fonction continue sur un intervalle |, a et b deux éléments de I, soit F
une primitive quelconque de f. Le nombre F(b) - F(a) ne dépend pas de F. On
t
DEFINITION 0°¢
Fb -Fa =

On lit ce nombre intégrale de a a b de f.

On écrit souvent

Exemples :
2
— = 1In()2%2=1In(2) - In(1) = In(2)
1
mais également
21
— = In()+2%=In(2)+2 - In(1))+2 =1In(2)
1
*1 1 1o 1
- - 2 - 2 _ = 2
7T 1 —2In +1 2In +1°+1 2In +1

2-2) Interprétation géométrique de l'intégrale d'une fonction continue

a) Cas d'une fonction continue, positive et croissante sur un intervalle I.

Soit a et b deux éléments de I. Appelons la fonction qui a tout t de l'intervalle , fait
correspondre l'aire du domaine limité par les droites = et = , par l'axe des abscisses et par la
courbe représentative de la fonction f (c'est-a-dire sur le schéma l'aire en vert).

Lenombre ( + ) correspond sur le dessin a la somme de I'aire en vert et de 'aire en rose.
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Dans le cas du dessin, c'est-a-dire pour h positif, la fonction f étant croissante I'aire du domaine compris
entre t et +  est encadrée par des aires de rectangle. Celle du rectangle a gauche est donnée par :
( ), celle durectangle a droite par ( + ).

(pour h négatif, on trouverait un encadrement du méme type, a gauche par ( — ) et a droite par
( ) ;lesraisonnements étant les mémes nous ne considérerons par la suite que le casou > 0).
On adonc
(s (+)- O)=s (+)
et donc
+ —
< < +

Par passage a la limite quand  tend vers 0, on obtient :

lim =
- _>o .
Ilrrg) + = car estcontinue
Donc
- + -
lim =
-0

Ce qui prouve que la fonction est dérivable et que I'on a

est donc une primitive de
C'est une primitive particuliere : en effetsi = , onaévidemment ( )= 0.
On a donc par définition

L'aire du domaine limité par les droites = et = , par l'axe des abscisses et par la courbe
représentative de la fonction f est donc égale a :



b) Quelques aires classiques retrouvées

P x

a pour aire

Un rectangle de c6tés £ et

Retrouvons ce résultat a I'aide du calcul intégral.
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droite horizontale)

La fonction f est ici la fonction constante (représentée par une

estl'aire du domaine ombré on a

Si

+

et

et dont les bases mesurent

Considérons maintenant un trapéze rectangle de hauteur

(+ )x

On sait que son aireest

2

Retrouvons ce résultat par le calcul intégral.
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La fonction f a pour courbe représentative la droite passant par les points

C'est une fonction affine de la forme

()=

et

Déterminons

Ona

+
(+ )+

donc
donc

On a donc



donc
+ =
et donc
donc
On a également
On adonc
= + -
L'aire du domaine ombré est donc égale a
+ — —
= - 4+ =
- 2 - *
= ——+ - —_—
_ + 2 _ - 2 _
= + - — + - —_— - —
2 2
- + 2 2 _
= -+ - — + -
2 2
— 1 —
= —_— +- 2 + - —
2
= - + - -+ - -
= - =+
1
= = +
2

c) Cas des fonctions continues positives décroissantes

Un raisonnement totalement identique a celui du a) montre que dans ce cas aussi l'aire du domaine limité
par les droites et = , par l'axe des abscisses et par la courbe représentative de la fonction f

()

d) Cas des fonctions continues positives dont les variations changent

. . b
estdonc égalea

L'aire du domaine limité par les droites = et = , par l'axe des abscisses et par la courbe
représentative de la fonction f apparat ici comme la somme de trois aires. On aura donc

= 1+ 2+ 3
1 2
= + +



Nous verrons plus loin que cette aire est bien égade
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On a donc

On a donc en définitive

f) Cas des fonctions en escalier
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En utilisant ce que nous avons vu précemment on peut définir I'intégrale de la fonction

comme la somme des aires de chaque rectangle, qui sont elles égales aux intégrales sur les intervalles

délimitant les rectangles.
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g) Cas de fonctions discontinues positives

On définira alors l'intégrale de la méme facon qu'au dessus
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2-3) Premieres propriétés de l'intégrale d'une fonction continue

Soit f une fonction continue sur un intervalle |, alors

PROPRIETE
1 , () =0
Cela vient de la définition. Si F est une primitive de f alors
= - =0
Soit f une fonction continue sur un intervalle | et a et b deux éléments de |,
PROPRIETE alors
2
() =- ()
Ona
() = O)- O)=-CCH)- (N=-0)
appelée Relation de Chasles
PROPRIETE Soit f une fonction continue sur un intervalle I, a,b,c trois éléments quelconques
de I, alors
3
= + ()
Ona

Cette propriété justifie par sa généralisation ce que nous avons fait avec les fonctions en escalier et plus
largement encore avec les fonctions discontinues.

On peut généraliser par récurrence cette propriété :

Soit f une fonction continue sur un intervalle I , a;,a,...,8, N élémentsde |, on

PROPRIETE @

4. = +1
() = ()

2-4) Linéarité de l'intégrale

PROPRIETE Soitfet g deux fonctions continues sur un intervalle |, o et [ deuxréelset a et

5 b deux élémentsde|,ona:

11



C O+ () = () + ()

Appelons une primitive de et une primitivede . Ona

+ = - + -

( + H)O)-C + )()

Or
( + N= N+ Nz +
Donc + est une primitive de +
Donc
C O)+ () = + ()= o+ ()

Ce qu'il fallait démontrer.

Une autre facon d'exprimer cette propriété est le théoréme suivant. Nous en reparlerons plus tard

Soit un intervalle | et a et b deux éléments de cet intervalle.
PROPRIETE Soit @ [l'application de I'espace vectoriel C des fonctions continues sur | dans
. . : b
5BIS qui & toute fonction f de C associe le nombre 5 f(x)dx.

® est une forme linéaire.

On peut généraliser cette propriété a toute combinaison linéaire de fonctions continues sur I :
soit 1, 2,..., une famille de fonctions continues sur un intervalle I, et deux éléments de I et
1y Dreees réels. On a

() = ()

=1

2-5) Positivité de l'intégrale

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, telle que , ()= 0, soit
et deux élements de | tels que < , alors
THEOREME d
() =0

Soit une primitive de f. La fonction f étant positive, la fonction est croissante sur I.
Si < alors ()< () etdonc ()- ()=0.

Or - = () ,donc () =0

Remarquons que si ( ) > 0 sauf en un nombre fini de points, alors la fonction est strictement
croissanteetdoncsi < , alors ( )> () etdonc

() >0

12



Soit f une fonction continue sur un intervalle I, telles que x 1,f(x) > 0, saufen

un nombre fini de points, soit a et b deux élements de | tels que a< , alors
THEOREME

() >0

Bien entendu on démontre de méme fagon que l'intégrale d'une fonction négative sur un intervalle dans
lequel les bornes sont rangés "dans le bon ordre", est négative.

2-6) Ordre et intégrale

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle | telles que x 1Lf(x) =
g(x), soit a et b deux éléments de | tels que a< b, alors
THEOREME
() = ()

C'est une simple application du théoreme 2-5.
Eneffetsi ( )= ( )alors ( )- ()= 0,donc ( - ) =20

D'apres la linéarité de l'intégrale, on a

()- () = () - ()
Donc
() - () =0
et donc
() = ()
Plus généralementsi , , sonttrois fonctions sur I rangées dans l'ordre
()= ()= ()

et si et sont deux éléments de [ telsque < , alors

2 =

Ces encadrements sont efficaces dans de nombreuses situations.

Exemple

Pour tout entier naturel ,on note =

) Montrer que , S =

2) En déduire que la suite ( ) converge et donner sa limite.

13



3) Etudier la monotonie de la suite ( ).

La fonction - ~ est positive sur 0,1 ,donc - > 0.
0
D'autre part, on a pour tout dansl'intervalle 0,1 : 1< <
Donc
1 1
—<—<1
et donc
- <1
On a donc
01, -~ <
1 1 +1 1 1
< — —
0 0 +1, +1
On a donc
0< < 1
S =03
donc d'apres le théoréme des gendarmes :
Iirp =0

2-7) Le théoreme de la moyenne
C'est un résultat trés utile, qui a de nombreuses parentés avec l'inégalité des accroissements finis.

Soit f une fonction continue sur un intervalle a,b (avec a< b). Soit

= () et = ()
THEOREME  0/s

(- )s () <= (-)

Rappelons que f étant continue sur , , elle est bornée et atteint ses bornes.
Donc il existe deux nombres réels et avec < tels que , ., < ()<
Montrons l'un des deux cotés de I'inégalité de la moyenne (démonstration identique pour l'autre).
Ona

< ()
donc

, ()- =20

Donc puisque <

- >0
donc par linéarité de l'intégrale

- >0

or

14



donc

et donc enfin

1\
|

La double inégalité de la moyenne est moins précise qu'un encadrement obtenu en majorant ou minorant
une partie de la fonction comme dans le 2-6, mais sa mise en oeuvre est plus systématique.

Exemple 1

On veut vérifier que la série — est divergente
N

1) A laide du héoreme de la moyenne trouver un encadrement de —

+

) On pose —. Trouver un encadrement de qui utilise -

3) En déduire ;1ue la série diverge

1 1 1 1
1° La fonction — est décroissane sur , + 1, , +1, +1s—s -,
donc d'apres le théoréme de la moyenne, on a

1 *11 1
+1- X < - < + 1- X —
+1
et donc
1 *11 1
< - < —
+1
2)Ona 1,
1 *11 1
< - < -
+1
donc
1 *11 1
< - < -
=1 :1 =1
Donc
o ey
-< - <
- 1
donc
1 1 *11
——1+ < - <
-1 +1 1
et donc
+11
- < - <
+ 1 1

On en déduit que

15



- <
1
et que
+1 1
—_— S —_
+ 1 1
donc
+1 1
< -+
1 +1
On a donc
11 11
- < < — +
1 1 +1
+1
) Ona — =In( + 1)donc
1
In( +1)<
Ona
Iirp In +1 =+ donc IirI] = +o
Exemple 2
Trouver un encadrementde In( + )
On ne connait pas de primitive de cette fonction. .
Ona
5 2
In +1 = Tl
La dérivée est du signe de donc la fonction est décroissante sur —1,0 etcroissante sur 0,2 .
donc un minimum en 0.
Ona
In0?+1 =Inl1 =0
In((-1)"2+ 1) = In(2)
In(272 + 1) = In(5)
On adonc
[-12]0< In( "2+ 1) < In(5)
On en déduit que
2
(2--1)0< In( 2+1) < (2--1In(5)
-1
et donc
2
0< In( 2+1) <3In5)
-1
2-8) Valeur moyenne d'une fonction sur un intervalle
Soit f une fonction continue sur un intervalle , , avec < . Onappelle

valeur moyenne de f sur cet intervalle le nombre

1
— ()

DEFINITION

16
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Remarque:

L'inégalité de la moyenne montre que cette quantité est comprise entre et ou et sont le
minimum et le maximum de la fonction sur l'intervalle ,

En effet, on sait que

- < () = (=)

et donc
1

<

() =

Nous savons alors que d'apres le théoreme des valeurs intermédiaires il existe au moins un réel  de
I'intervalle , tel que

1
2-9) Intégrale et valeur absolue
Soit une fonction continue sur un intervalle , avec <
Pour tout de , , ona
-1 s ()= O)l
Donc
- () = = ()
ce qui prouve que
< ()
III) Techniques d'intégrations
3-1) L'intégration par parties
Elle est basée sur la dérivée d'un produit :
()= +
donc
, , =( ) -
Les fonctions , , et sont continues (ce qui revient a dire que les fonctions et  sont de
classe 1), on peutintégrer cette égalité :
On peut donc énoncer :
Si deux fonctions et sontde classe 1 surunintervalle , , alors

17



Nous avons déja vu de nombreux exemples de cette formule.

3-2) Le changement de variable

a) Celui a connaitre : le changement affine

On consideére

La fonction estde classe 1.

Alors on a

une fonction continue sur un intervalle [ et

()= F

= +

Pour démontrer cette formule, on calcule séparément les deux intégrales.

Soit une primitive de
On a clairement

Ona ,
+ = +
Donc
~ + = + o
= - S
= - + - -+
Disposition pratique
Soit par exemple a calculer
> 2+3 -5
> (1)
On pose assez naturellement
= +1
On en tire
2+3 -4 +12+3 +1-4_ 2+5 5
-12 +1-12 - ;= 1+-
Quand =2, ona +1=2 etdonc = 1.
Quand =2, ona +1=5 etdonc =4
Donc
-1z T M0 = +5 1=4+5 (9-1=3+410

18
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Autre exemple
Soit a calculer

22+1
0
Onpose =2 + 1. Onadonc
-1 1 1
2 2 2
> 557. L 17 O
2 2 2 2 -
Quand =0, ona =1 etquand =1, ona = 3.
On a donc
1 3
) 1 1 11 _
2 +1 = 2-Z 4> =
0 1 4 2 4 2
1135 1 33
== = 2 - = 2 +
2 4, 2
73 53 3
11 2 1 2 +1 2
247 25 43
2 1 2 1 2
1 1x23% 1 1x23§
247 25
Ll 3-1-193
2 14 5
122 _ 4
2 35 105
11 - 2
— 3- —
35 105
Troisieme exemple
On consideére l'intégrale
- 2
:L_ I
2 -
ou est un nombre strictement positif.
On pose comme changement de variable
ce qui donne
= +
On a donc
-2 + - 2 2
T2z = 2 2 = 22
Quand = ,ona =
Quand =- ,ona S

19
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Donc

- —_— 2 —_— 2
= —1_ T2 7 = —1_ 2 = —1_ B
2 - 2 -—_- 2 -—_-
b) Application a la parité
On considére une fonction continue sur un intervalle - paire.
On veut calculer ()
Soit = () .Posons =- .Onapour = , = -
0
Donc
- - 0
() )= - -1 =- =
0 0 0 -
On en déduit que
0
() = + )=2
- - 0 0

On considére maintenant que f est impaire.
On procede au méme changement de variable. On a encore

- 0
( ) ) = - -1 = = -
0 0 0 -
Donc
0
( ) = + ) = - + =0
- - 0 0 0
c) D'autres changements de variable
Bien entendu d'autre changement de variable sont possibles.
une fonction continue sur un intervalle . On doit calculer
L'idée est de poser = ( ), avec fonction de classe ! dont nous préciserons par la suite les
propriétés.
Si = (), varie avec et I'on peut donc « mesurer » cette variation en utilisant la dérivée de
par rapport a
Cette dérivée vaut ().
On a avec la notation différentielle :
—= ()
Par un abus d'écriture que l'on va justifier plus loin, on écrira
= ()
On pourra donc écrire
() = ) )
Reste a déterminer les bornes de 1'intégrale.
Quand = , oncherche une solution al'équation ( ) =
De méme pour = , ce qui implique pour que cette résolution soit possible, autrement dit que

soit définie sur un intervalle dont I'image contient l'intervalle

20



On cherchera prioritairement des changements de variables bijectifs, mais ce n'est pas une obligation.

Exemples
Calculer

Onposera = ()

On procede de la fagon suivante :

Si =1In()
Donc

1 1
—In In2 =—In()(In(2)+In()) = In2 + = In2 + 2

Deplussi =1, =0 etsi = , =1, donc
1 2 31 1 1

1
= ZIn In2 = In2 + 2 = —InN2 +— ==In2 +=
. . 2 3 2 3

Calculer

On posera =

Onadonc = et donc
=2
Donc
N = N 2
Quand =0 ona =0 etquand =1, ona =1, donc
1 1

= =2
0 0
On calcule cette nouvelle intégrale par une intégration par parties.

Onpose = ,ona = 1.0Onpose =  etlona = .
Les fonctions et sontdeclasse ! OO0 1 ENDOAOOAI T A
Donc

IV) Compléments

4.1) Fonctions définies par une intégrale

Le cas simple
Soit une fonction continue sur un intervalle I. On sait que admet des primitives sur I et si est
un élément de I, on peut définir la fonction sur [ par
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Rappelons que cette écriture est équivalente aux deux propriétés suivantes :

=0
Par construction la fonction est de classe sur | (elle est dérivable et sa dérivée est continue)
Il est clair que si est de classe , alors est de classe *1 surl.

(o] (o]

Et si est de classe alors F est de classe
Les réciproques de ces deux propriétés sont vraies.
La fonction logarithme népérien a été définie de cette facon en terminale :

Les cas plus élaborés :

Il s'agit en général de composées de primitive avec d'autres fonctions. Par exemple, la fonction définie sur
par

Elle corresponda ( 2+ 1) avec

On aura donc
' — 9 - 241 2

On peut aussi rencontrer des fonctions du type suivant :
2

= In 2+1
ette intégrale est définie pour toute valeur de puisque la fonction In( 2+ 1) est définie et
continue sur tout intervalle de la forme ,2 . Elle s'écrit

2 2 0 2
In 2+1 = In 2+1 + In 2+1 = In 2+1 - In 2+1
0 0 0

Sil'on pose

= In 2+1

0
Ona
()= (@2)- ()
et donc
=22 - " =2n@4 "2+ 1)-In( 2+ 1)
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