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I) Introduction
1.1) Un premier exemple

On considére une urne contenant 5 boules noires, 2 boules bleues et 3 boules rouges.
On extrait simultanément trois boules de I'urne.
Sur chaque triplet que I'on obtient, on peut s'intéresser a des choses tout a fait différentes.
Par exemple au nombre de boules noires qu'il contient. Ce nombre peut étre égal a 0,1,2 ou 3.
Ou au nombre de boules bleues qui lui peut étre égal a 0, 1 ou 2.
Ou encore au nombre de couleurs différentes que I'on a : il peut y en avoir 1, 2 ou 3.
Dans chacun de ces cas, le méme univers des possibles qui est I'ensemble de tous les tirages
simultanés de trois boules fournit des renseignements différents selon ce que I & dxdmine.

Reprenons I'exemple du nombre de boules noires et appelons oq, ce nombre. o
Onavuque ¢y PAOO DPOAT AOA 1T AO OAI ABOO mhphceg 1
'expérience, on écrira que

(@}

o8

ay (L)) = {0,1,23}

Ondiraque ¢y (MQ lJAugversimageAA m DAO . A OAOEAAI A
Sil'on appelle Gy le nombre de boules bleues, et & le nombre de couleurs, on a

a( ) = {012}

() = {123}

Prenons un triplet particulier obtenu par I'expérience aléatoire
1= {0,0,'%)
Pour ce triplet on aura

(’,‘-b = 2,(’,‘% = O’Gb =2
On écrira

w1 =201 =00l =2

Avec le triplet] a= {V,0,0}, onaura:

»n

Wl =101 =11 *=1

Proposer un triplet tel que ¢y (| @& 0, Gy (] @3 2. Que vaut (] &

Gy apparait comme une applicationAA m AAT O aphchohtpns8
Que peut-on dire de Gy et G ?

Les trois applications précédentes sont appelées variables aléatoires (et parfois variables aléatoires
réelles ce que I'on écrit parfois VAR).

~ s s o~ o~

elles sont associées a une expérience aléatoire.

Par abus d'écriture, on définira I'événement (&3 = 2) qui correspondausous-AT OAT AT A AA m
des triplets contenant deux boules noires.

Cet évenement est réalisé si l'issue de l'expérience aléatoire est un triplet contenant deux boules
noires.

Comme il s'agit d'un événement composé d'événements élémentaires, on peut en calculer la
probabilité en considérant la probabilité uniforme induite.

Ona
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@iQll = 3 =120
&ﬁ'q@:z):g E2:10><5:50
Donc
s, 50 _5
V& =< =7507 12

Calculer de la méme fagcon
06y =0,0 &y =1,0(& = 3)
Puis
O0G=0+00CGy=1+0C =2 +0(& =3)
1 0A OAI A Qce@Aultaddait-il prévisible ?

Ce résultat était prévisible, car la famille {(¢y = 0),(& = 1),(d& = 2),(d&y = 3)} forme un systéme
complet d'évenements.

*OOOEZAZEAO 1 6AEEEOI AGOETT DOi Ai AAT OA

C'est le systéme complet d'événements canoniquement associé a la variable &y, .
On peut résumer les résultats précédents sous la forme d'un tableau :

A 0 1 2 3
0(éy = Q| 1/12|5/12 | 5/12 | 1/12

Ce tableau constitue la loi de probabilité de la variable ¢y, .

De la méme fagon, définir les systémes complets d'événements associés aux variables & et =L .
Déterminer les lois de probabilité de ces deux variables

1.2) Un exemple standard

/T AT 1 OEAT OA O1T A AWQARAR B OR &AL RkshIGIfinE ghdjénombrable
associé a une expérience aléatoire quelconque.
Soit 0 un événement. On peut créer une variable aléatoire ¢ associée a 0 de la facon suivante : pour
01 60 i 0T 1Al AT:0 ) AA mh 11T A

ap(1 )= 0sil ©0

Q@0 )=1si] N O

On dit que & est la fonction indicatrice de O et on la note souvent .

L'évéenement (&3 = 1) AOO AT T A 1 90AT OAT AT A AA® )i=l1) cleshd-dd&xeus
appartenanta6.
27 AEDOT NOAIB AL "q& =4). On adonc

(=1=3
Deméme (6 = 0)={dN ,&(d)=0}={> N beo}= ol
On aura ~ B

5(cy = 1) = 5(8)
et

0(@p=0)=1 0(d)

Une variable aléatoire de ce type, c'est-a-dire telle que

3
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a(m = {0,1}

est une variable de Bernoulli.

1.3) Troisieme exemple

On lance 3 fois une piece et l'on s'intéresse au nombre de piles obtenus. On suppose que les résultats
de chaque lancer sont indépendants. ] est la probabilté d'obtenir un pile a un lancer donné, et donc la
probabilité d'obtenir face est1 1.

Le nombre de piles obtenus est un nombre entier entre 0 et 3.

L'univers des possibles de I'expérience peut étre décrit de la facon suivante :

~ o o

On définit ainsi une variable aléatoire X de la fagon suivante :

(& = 0) = {009 _
(& = 1) = {06, 00"cQ
(& = 2) = {60°00°B,"Bb)
(& = 3) = {000}

Déterminer la loi de probabilité de .

Si la piece est considérée comme bien équilibrée, on aura

‘ 1
n=1 n= >
Dans ce cas on obtient ainsi la loi de probabilité suivante

w="Q |0 |1 |2 |3
O(w="Q|1/8|3/8|3/8|1/8

Considérons maintenant l'expérience aléatoire suivante : une urne contient 8 boules : une boule
portant le numéro 0, trois boules portant le numéro 1, trois boules portant le numéro 2 et une boule
portant le numéro 3. On extrait une boule de l'urne et l'on appelle & la variable aléatoire
correspondant au numéro de la boule tirée. Cette variable aléatoire a la méme loi de probabilité que .
On peut donc simuler (c'est-a-dire remplacer) la premiere expérience aléatoire par cette derniere.

Dans chacun des exemples précédents, on peut associer au nombre de piles obtenus ou au numéro de
la boule tirée un gain équivalent en euros.

La loi de probabilité ci-dessus peut alors s'interpréter de la fagon suivante : sur 8 parties jouées, en
moyenne on ne gagnera rien une fois, on gagnera un euro trois fois, deux euros trois fois également, et
trois euros une fois.

Le gain moyen sur 8 parties seradoncégala:1x 0+ 3x 1+ 3x 2+ 1x 3= 12

Par partie, ce gain sera donc de

12 3 15

g8 2

On peut retrouver ce résultat en faisant le calcul suivant :
1 < O+ 3 < 1+ 3 <2+ 1 >(3_12_ 3_15
8 8 8 8 -8 2 7

Le nombre obtenu s'appelle espérance mathématique de la variable & (ou de la variable )




1.4) Quatrieme exemple

L'expérience aléatoire consiste a lancer un dé que 1'on peut considérer comme bien équilibré jusqu'a
ce que I'on obtienne un "6". L'univers des possibles associé a cette expérience est donc l'ensemble des
suites de tirages de la forme 66...66.

On suppose que le résultat de chaque lancer est indépendant des précédents et des suivants.

On désigne par Wla variable aléatoire égale au nombre de lancers pour obtenir un "6".

A priori, @ peut prendre toute valeur entitre AT OOA p AO CH8 /1 A AITA

) =
L'événement W= ¢ estégala 66...66
¢ 16"
Les lancers étant indépendants, on a :
DW=¢& =06 x8BxVL6 XL 6
¢ 1 termes
5 5 1
= — X = X8x = x =
6. 6 6 6
581 1
= - X —
6 6

Nous verrons qu'une telle loi de probabilité s'appelle loi géométrique.
Prenons un réel wquelconque. On peut se poser la question du calcul de 0(® ).
Commengons par quelques exemples.

Déterminer 0(& 3),0 & 34,0 & 2,0(0 6)sionN]56]

Examinons le cas général.

Il n'est pas possible que I'on ait (0 @) si West strictement inférieur a 1. Donc
lw< 1,00 =0

Prenonsunréel @ 1.Soité = [¢].Ona

(B @=(d=1 .0 (d=8)= (6=T7

1
Nous avons encore une fois par incompatibilité :
£ £ ¢ 5 1 1
0 ® =0 O="10 = O(w="q = 56 &
1 1 1
7 & 1 ~, 5 € s
17 5% 17759 11 § _, 5°
6. 6, 6 6, 5 6
1 =0 3
3E | 8o ={aO AY,ona
0 , w< 1
00 ="Q® = 5 ¢
1 g , w 1




1.5) Définition

(L, T, P) un espace probabilis®.

Une application &de L dsrest une variable al
DEFINITION . " . s s e e

JoNna,{ ML, ) o estunévenementliéa  I'expérience aléatoire

(autrement dit est un él ément de la tribu T).
Autrement dit on peut calculer la probabilité 0 7 N m, &7 w .
Cet événement est décrit plus simplement par @ wet1'on écrit0(Q0  @).
Propriétés déduites de la définition
1.Si(® ) estun événement, (®> &) l'est aussi
Eneffet (0> @) = (® &
2.(0< & &) est un événement.
Eneffet < ® @ = (a<®), (O &
3.(® &) estun événement.
La démonstration est plus compliquée.
On considere la suite d'événements w> w -+ .

ENg )
Cette suite est décroissante. En effet on a pour tout entier € D
S ci4 1 1 S 1 1 1 1 1
E<E T~ 3 Y ; W —<W 3
€ €+1 € e+1 € e+1
! ne a1 T P

Doncsiw> w ——alorsw> w —Donc w>w — O W>w -

£+1 € £€+1 £

+H 1
On sait alors que (0> é—) est un événement dont la limite est un événement (d'apres les
=1

propriétés des tribus) : cette limite est justement I'événement (® ).

4. (0= &) estun événement.
Eneffet (0= ) = (& &, (O> &.
5(0 O<a)et(® & ) sontdesévénements.

Ecrire ces ensembles comme intersection de deux événements

L'ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire AT £AET EA 00O

I'appelle univers image

I o &iE0@ A OO




1.5) Variables aléatoires réelles discretes

SoitXune VAR d' un ensedandse. L
DEFINITION On dit que cette VAR est discrete si (L) est un ensemble fini ou

dénombrable.

1.6) Opérations sur les variables aléatoires réelles

Les opérations sur les VAR sont celles que I'on définit habituellement sur les fonctions numériques.
On considére un espace probabilisé (Ll,”Y0) et deux VAR définies sur cet espace : et
On peut alors définir la variable somme @+ par

v L(@+ @@ ) = )+ &)

De méme, on définira la variable produit & x @par

v m(ox@)( )= )x )

Enfin, on définit la variable _, ou _ est un réel, par

(L)) = )

On peut définir ainsi la somme de plusieurs variables aléatoires.
Dans I'expérience aléatoire correspondant au lancer d'une piece, l'univers des possibles est

m = {pile,face}

On peut associer a cet univers une variable aléatoire prenant la valeur 1 si I'on a obtenu "pile" et 0 si
I'on a obtenu "face".

On répéte £ fois cette expérience et 1'on définit ainsi n variables aléatoires : Gy, 0,8 ,G} .

On définit enfin la variable = B ; (g

Cette variable prend toute valeur entiére de 0 a €.

Elle correspond en fait au nombre de "piles" que I'on a obtenu sur les € lancers.

1.7) Loi de probabilité d'une variable discrete

Soit (LJ,”YD) un espace probabiliséet Gune VAR di scr te sur L.

On appelle loi de probabilité de ® la suite (éventuellement finie Ne 2w
DEFINITION bp P ( ) e e
définie de la fagon suivante :
be I =0(f "L.,&( )=q@,0e" oL )})=0(0=q)
Exemple 1:

On reprend I'exemple de la piéce que 1'on lance € fois.

On suppose que la probabilité d'obtenir "pile" est égale a n et celle d'obtenir "face" est égale a
n=1 .

On s'intéresse au nombre de "piles" obtenu.

Nous avons vu cet exemple dans l'introduction avec € = 3.

On avait obtenu :

O0w=0=1 n?

0(b=1)=31 n?2n

O(w=2)=31 [P
0(w=13)=1?

2ADOAT AGdavkcg A@AOA




On commencera par décrire

On peut bien entendu construire d'autres VAROO O m8

Considérons par exemple la VAR NOE AOOI AEA U O1 60 il1iil AT O AA
consécutifs qui apparaissent dans cet élément en prenant pour convention que s'il n'y a aucun pile, la
variable prendra la valeur 0 et si tous les "piles"” présents sont isolés, elle prendra la valeur 1.

Déterminer &Xn). -
$7 AOEOA 1 @i= @fpbuldtbulent®r Qde (0= Q.
En déduire la loi de probabilité de &

Exemple 2

Si I'on reprend le rpéme type de variable que @ avec € = 10, il devient bien plus difficile de
Ai OAOI ET AO ms8

On peut par exemple dire que X000 @'C0D0Q=6h [ AEO AT I AEAT Aosilil A1 O
image par Mest6. ) o o N o
/I'T PAOO AT 1T OEA7T OAO AEANOA il1ii1l AT O AA m Al ésFék Ol
P

Ch‘aque‘mot ,correspond\é une applicatiop de l'qnsgngbl'e {Al,,2,3,4£,5,'6,7,8,9,10} gans l'epsgmble {F,P}.

)1 U A ¢qoi E pngt APDI EAAOEIT O AA AA OUDPA8
On sait que &(m) = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

On peut pourtant définir la loi de probabilité de .

Placons-nous dans un probléme concret. On suppose que Il = 1 g etdonc n= 2 3

On peut modéliser le probleme de la fagon suivante : une urne contient 3 boules numérotées de 1 a 3,

la boule numéro 1 est blanche, les deux autres sont noires.

, 0 Aobi OEAT AA Al i AOT EOA AT 1 OEOOA AiI T 00 U AGOOAE
AT OT A AAT O 16001 A8 /1 OOPDPTI OA NOA 1 AO NAIBAI AAG O
01 OOAO T A i8i A PDOI AAAEI EOiT A33800A OEOi A8 /1 DOI
On obtient des mots de longueur 10 écrits avec les trois symboles 1,2 et 3.

Nya3@iiT 00 AA AA OUDPA j AOOAT O NOA AGd Afchbriespdndatirtbd 1 O
numéro du tirage) dans un ensemble a 3 éléments).

La variable & qui correspond au nombre de "1" dans chaque mot simule la variable &. Elles ont les
mémes lois de probabilité.

, 61 01 TAFARAOO Oi Al EOi  OE loatknhntpaslO'EAT O O1 110 1A
, A AAOAET Al &3A0 ebt gl aunBrhblelddmots écrits avec uniquement les symboles
«2»et«3». Ny a2 1 00 AA AA OUDPA8 #1111 A d&qhifdoBabilixé, dnipshtd A

conclure par indépendance que :
.. _@iQod=0 210 2%
3

V=0 = o T am
, 601 OT TBEAADO Oi ATEOT 1811 TAOGEAT G101 110 TA Al

, A AAOAET Al &A1 ebt &gl ludhBuhble Idéfmots écrits avec un « 1 » et neuf symboles
«2»ou«3n».

Pour déterminer ce cardinal, on effectue une procédure a deux étapes. On choisit une place pour le
« 1 », puis on met sur les neuf places restantes un mot de longueur 9 composé uniquement de « 2 » et
de « 3 ». Il y a 2° mots de ce type. On a donc par indépendance :




10 29
3o _ 1 _ 10
L w=1 —T— 1

Wl Pk
wWIN

De la méme fagon, déterminer 0 A= 2 ,0(®= 3) et plus généralement pour tout entier ‘Qcompris
entre 1 et 10, 0(®= Q.
Vérifier la formule obtenue pour 0(&= 0) et0 &= 10 .

On dit que la variable aléatoire @ (et donc aussi la variable @) suit une loi binomiale.
Nous reverrons ce type de loi un peu plus loin.

Exemple 3

On considere la situation suivante : une urne contient 12 boules : huit rouges et quatre bleues. On
extrait simultanément 3 boules de I'urne.

Soit 1la variable aléatoire correspondant au nombre de boules rouges que I'on a obtenu dans les trois
boules extraites.

l'urne.llyena 12 220.

Ona(m) = {0,1:?’2,3}.
L'événement (= 0) correspond au tirage de trois boules bleues. Il y a g = 4 tirages de ce type
possibles. On a donc:
- 3 1
O(w=0) = 17 " &5
3

L'événement (@ =1) correspond au tirage d'une boule rouge et de deux boules bleues, donc a un
triplet de trois boules contenant une rouge et deux bleues.

Calculer 0(®= 1), puis 0(®= 2) et O(O= 3).

On peut généraliser le type de calcul que I'on vient de faire a une urne contenant € boules : & rouges
et€ A bleues. On extrait de I'urne i boules et1'on s'intéresse au nombre de boules rouges obtenues.

o . . € v qz . . ) .
L'univers des possibles contient i ensembles de | éléments extraits parmi les € boules de 1'urne.

Ona®(m) = {0,1,...,i}.

Pour O {0,1,...,i}, on aura
a a
O(o=T9=—21 2

—_ f—s M-

On dira que X suit une loi hypergéométrique.
Nous reviendrons sur cette loi ultérieurement.




1.8) Caractérisation d'une loi de probabilité d'une VAR discrete

Propriété directe

Soit (L ,"Y0) un espace probabilisé et ®une VAR d ®f i ni e sur L.
que

(I)( ~) = {di,d%:---:d%,---}
Onpose pourtout & 1, = (D= @).

THEOREME On a les propriétés suivantes :

Hien O
¢
2 m, o2

x1

Bien entendu dans le cas d'une variable discréte prenant un nombre fini de valeurs €, on remplace la
limite tout simplement par ‘
€
o= 1

1
3 +Hb
Remarque D LimH: o= Mo est la somme d'une série.
eV +

1 1
La premiere propriété est évidente, puisqu'il s'agit de probabilité.

Nous avons vu dans des cas particuliers que la famille D= G pg forme un systéme complet

Adi O1 1 AfiniAd q€p@ml~)r§|ble) d'évenements. Cette propriété se généralise. . o
En effet, puisque DA OO OT A APDPI EAAOQOET T h OE 5 A OdDundgelldque | A’
W )= @

$TTA 0100 i1iTATO 5 AA m ADDAOQEAN. Qes éhserbbies sbnd O]
disjoints deux a deux (un i 81T A 11 i1 T AT O AA m T1T&A AMOINQRRO EJiAJA
D'apres les axiomes de Kolmogorov, on a:
+Hb +Hb +Hb
0 (0=q = lm  O(@=dg=lim o= m=1
£=1 £=1 £=1

Exemple 1:
I'T OAPOAT A 1I16TAAA DI TAI BRI A AOGOA-7)YAAT O 1 6 AGAI P1 A ¢
On a trouvé que

Q 5 10 Q
| ov ¢01060 @=To= 0 172
' Q 3 3
On a alors
10 10 Q ., 10 Q 10
¥ o 10 1 ¥ 2 1 2 1

= Q= = — — = 4+ = =110-1
v a3 3 33
(€=0) (€=0)




Exemple 2
$ AT O 1 6 A4@ Adusalols repcontré une variable aléatoire @ telle que son univers image est

® LI = v ettelle que

v et b B0 2
T 6 6
Onapour toutentier¢ 1, ‘ ‘
87“_7_8 5’91 _15 5’91
o ve=8= 5 5% &
1 1 1
On procede a un changement de variable : ‘
. N €
€ 5 01 ) € 1 5 7Q_ 1 % _ 6 1 5 £
6 .86 4 5 6
1 0 5
On a donc ‘
1 € 5 TQ 1 ~ 1 5 €
6. 6 6
1
Et donc ‘
li 15 5% = lim 1 5 ° =1
006 6 otk &
1

Dans ce type de situation, la question est de savoir si nous avons vraiment un systéme complet
d'évenements.

En effet si les événements (= &) sont bien réalisables et disjoints deux a deux, on n'a pas prouvé

que leur réunion éOAEO i CAT A U mh 1 AEO NOA 1T A DPOI AAAEI E
Autrement dit que le complémentaire de cette réunion est de probabilité nulle. Mais s'agit-il de
I'événement impossible, ou seulement d'un événement quasi-impossible ?

On dit que la famille des &= ¢ vy’ forme un systeme quasi-complet d'évenements.

Cette situation se reproduira dans ce genre de problemes. Les énoncés par abus de langage
considerent qu'il s'agit simplement d'un systéme complet d'évenements.

Propriété réciproque

Si (L1,0(L))) est un espace probabilisable fini contenant € événements élémentaires, on considére un
¢ -uplet de valeurs réelles (®,0»,8 ,63) et un €-uplet de nombres réels positifs (f;,1,,8 ,N;:) tels
que :

n
r‘]'rQ: l
a1
Alors on peut définir une variable aléatoire OO0 m DPAO OA I TE AA POl AAAE

O = {6,086
11 Q ¢,0(0= 69 = Mo

$A 1A I8l A EAei1 OE m AOO OF AT OAIAIA ETEEIE
(0,69,8,0,8)quiOAT A OAOO CHnAQ:, dompddé de ndhBrEs Qakitifs tels que
+hb
Ne =1
£€=1
alors on peut définirune WOAOEAAT A Al i AOT EOA 0060 m PAO OA 11TE
Ol ={au8,.,8}

11




L0 e, (@ 6 = g

Bien évidemment la remarque que nous avons faite un peu plus haut reste valable : la famille
= £ vy’ constitue un systéme quasi complet d'événements.

Cet énoncé réciproque permet de considérer des variables aléatoires indépendamment de toute
expérience aléatoire en donnant seulement leur loi a partir d'un espace probabilisé non précisé (ce

qui justifie la simulation).

1.9) Représentation graphique d'une loi

Deux grandes facons sont utilisées pour représenter graphiquement une VAR : les diagrammes en
batons et les histogrammes.
Considérons par exemple la variable aléatoire définie par la loi de probabilité suivante :

W 4 1 ]2 3 5 7
0(d="Q[3/10|1/10]2/10 | 1/10 | 1/10 | 1/10

Sa représentation sous la forme de batons sera la suivante :

0,35

0,3

0,25

0,2

0,15

0,1
O T T T T 1
2 3 5 7

-4 -1

Si nous prenons le cas d'une loi binomiale de paramétres ¢ = 10etf)= 1/3,ona®} mMQEa mhp h ¢ h ¢
En appliquant la formule

7“_7_10
L W= Q= 0

Wl P

on obtient la loi de probabilité suivante :

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0,017 ]0,087(0,195|0,26|0,228|0,137 0,057 | 0,016 | 0,003 | 0,0004 | 1,7 x 10 °

On représente graphiquement ce type de série habituellement par un histogramme.

12
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1.10) Fonction de répartition
Soit X une VAR définie sur un espace proba bi |l i s"g0).(L,

DEFINITION  On appelle fonction de répartition de ®, la fonction  "Odéfinie par :

oM a,'qe) = 0(0 @)
Exemple de la loi donnée du premier exemple graphique

Déterminer la fonction de répartition de la variable ®dont la loi de probabilité est :
(&) 4 1 |2 3 5 7
0(®="Q[3/10 ] 1/10 | 2/10 | 1/10[1/10 | 1/10

On représente une telle fonction sous la forme d'une fonction en escalier.

Propriétés de la fonction de répartition

1) "Oest une fonction croissante (mais pas strictement croissante)

2) "Oest une fonction continue a droite en tout réel.

3) On a(b!)lrpl_b do = 1etd}|)|m|_b doy =0

4) "Cest discontinue a gauche en tout point de 1 correspondant a une valeur de & m{d 8
Si| estuntel pointonaDO(®=])="Q ) lljjr? "do)

5) D'une fagon générale,! wN A, Q) = 0 = @ avectnN (M)
g @
Remarque : "Oest continue sur -6 mQ 8

1.11) Lien entre loi de probabilité et fonction de répartition

Nous avons vu les premiers liens ci-dessus.

On a quelques propriétés importantes.

1) v(w< @) =1 ()

Propriété évidente puisque (W< Q) = (O &)

2) 1 ON a,)l N atelsqued QO(O< & 6) = () "U&)

13



Ona B B
(<D W=(O<O. (O W
On a également

(@< (@ H=m

On a donc
0(M) = 0(HP< )+ 0(Qd @& O((dO< ), (O @)
Donc
1=1 "'d&)+'qda 0(O<d 0
Et donc

B(e< o §="a0 a0
Dans certains problémes il est plus simple de déterminer la fonction de répartition pour déterminer la
loi de probabilité de la variable.
#1171 OEAT OITTO 16AgAIl PI A OOEOAT O

On effectue dans une urne contenant des boules numérotées de 1 a 0, € tirages successifs en
remettant la boule tirée a chaque fois.

Soit X 1a VAR égale au plus grand des numéros tirés.

Ona

Soit 'ON ().

L'événement (0 Q correspond au fait que tous les numéros tirés sont inférieurs ou égaux a ‘Q

I OBACEO AiTA AGOT A |1 EO®A ilOd Al DIOEADeHKBEH DO O 6T OE
, A AAOAET Al (BA QleddoizBghlA'CAT O

, A TTTAOA AA TEOOGAO T OATTT1 A0 AGMluleitlic.OEOET T N
On a donc

G = 6e,5a

S
U W Q==
US
Oor ® Q= &= ®d<Q= O=170" (® Q1
Donc par incompatibilité 5 N _ _ _ N
DO Q=0 wW=0Q+0( Q 1)
Donc

G Q 1¢
LW=Q=Vw Q vVw Q1=+ ———
vt v¢

II) Moments d'une variable aléatoire
2.1) Espérance mathématique

On considére une VAR () définie sur un espace probabE I E OW0) | mh
Aq /1T OOBPPI OA 8jmQq AEIE
Ondonne® LI = @&3,0%,8 ,6 ,etpourtout ™ &l,£40 O= Wy = Mo

On appelle espérance mathématique  de @ le réel noté 'OQ(Q) défini par
¢ ¢

DEFINITION O = @h(d=d)=  Golg
1 1

14



Exemple 1

Calculer Q() si la loi de probabilité de @ est la suivante :
@ 4 1|2 3 5 7
0(®= Q [3/10 | 1/10 | 2/10 | 1/10 | 1/10 | 1/10

Exemple 2

Soit ) un réel compris strictement entre 0 et 1.
On considére une variable aléatoire ®dontlaloi est ® L] = 00,&0et

I7On €0,860(0= Q= A%1 fE®

1)$ii i1 O00A0 NOA 1867117 A AEAT OT A 1TE AA POI AAAEI
2)$TTTAO 1 6ADBANGEEINITA A Of A AGOT A OTi1 1A

> e 1
3) Montrer la formule Q~Q TQ 1
4) En déduire que O @ = €n
A q/1 OObpbPi OA 8j maq ET £ZETE Aililil AOAAI A
On donne & M @EGy,...,,... = G suite croissante de réels et I'on note pour tout W &*,0 (0=

W) = Mo

On dit que la variable & admet une espérance si la série B&RO(M= 6) est

absolument convergente.

DEFINITION L'espérance est alors égale a

Rappelons que la phrase «la série B(,QALT)((I) = Adg) est absolument convergente » signifie que la limite
quand¢ OAT A OAOO 16ET £ZET E AA
€

\ 5 d): (lb
™1
est un nombre réel.
Exemple :
On admettra la formule suivante : ‘
fa
b N 4, lim ==&
= +Hj’c.co S
On considére une variable aléatoire @ dont la loi de probabilité est donnée par
QDL ==
~ ~ 7Q
' e, Pw="10-= 'Q=%,1 N g
1) 67i OEAEAO NOGEI eQobhigiEcO AEAT AGOT A 1ITE A
2) -1 1 O00A0 NOA 1 6AOD O ekiskeht qie ®DE=i_| AOENOA
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Remarquons que comme le théoréme le précise, si L) AOO ET AET E hé A GGRA aFAG OMA Al
garantie.

2.2) Le théoreme du transfert

a) Variable aléatoire fonction d'une autre variable aléatoire

Onconsidéreune VAR ®d®f i ni e sur un espdWe proba

Soit %o une fonction de £ dans £ et soit W= %W (en fait = %A Q) une

DEFINITION variable définie sur & L)

Alors @West aussi une VARY®)®finie sur (L,

Laloi de Y se déduit de celle de X.
Prenons un exemple dans le cas fini :

On considére la variable @dont la loi de probabilité est donnée par le tableau suivant :
®w="Q 3 1] 0 1 2 3
0(&d="Q|2/10|1/10|1/10 | 2/10 | 3/10 | 1/10

On considére les variables @et ®définies par
W= 30+ 2

Déterminer les lois de Wet de

b) Calcul de I'espérance

"EAT AT OAT AOh OE | prbbabili# deAdi= &&oQ brpkut toujouts utilisek cetée foi
de probabilité pour calculer I'espérance, mais, si cela était possible, il serait plus simple de déduire
directement 1'espérance ‘(0= %{W) sans avoir besoin de passer par l'établissement de la loi de
probabilité de &

On a pour cela le théoréme du transfert.

On I'énoncera d'abord danslecasou & mq A OO £ET ES

(Théoréme dit du transfert ou du transport)
On considére une VAR Od®f i ni e sur un espaYo

Soit %oune fonctionde s dans A et soit W= %{W)
Soit & L3 {ax,...,&}

THEOREME . . e
w admet une espérance définie par
3
AW = %) x D(@= dx
1
$1117T7T17T0 AT OTA AiilT1 OOOAOQEI T A Adrdalisd ude bifediéhdd1 OO C

@,..., surunensemble @,...,0 ,aveclaconvention wo= %{0x).
Nous savons alors que si la loi de probabilité de & est donné par
L7V 4,800 O= 6 = o
alors la loi de probabilité de West donnée par
L7V ALL,E00 D= wy = Mg

16



Donc

Ow

Gox B(®= G = %hdn) x D(@= o)
100 AAITAGOOITE 1A OF 00! GIADA GG\ TBA O AGTAK OA & i A A GEAIE
% OADPOAIAT O 1AG AI111AG AA | 8ABACAEAANBQDHT AAI
$ATO I A KAAG Aol 8j ma El AEEistkr phendldfonfeuidie Al 1 A OF

On considéereune VAR Od®f i ni e sur un es pa'[\‘:ﬁez. probal
Soit %eune fonctionde s dans A etsoit W= %{W)
Soit &Y L) = @& gng?, () étant une suite croissante d'éléments.

THEOREME Si la séri e de terme général %6 )0(W= Gp) est absolument convergente,

alors la variable & admet une espérance donnée par :
¢

@) = lim %@ 0(®= o

1

2.3) Une application importante du théoréme du transfert

On considéreune VAR @d®f i ni e sur un espa'[\éﬁe.

THEOREME Soit et Gdeuxréelset M= D+ ©

Ona QG+ &) = GO(R) + ©
.1 00 1T868A0TTO PAO A E(HB/Es;it finfoli iAfiiidéndmbible] AO A LA‘ o 11
Remarquons que la convergence absolue de B 6 (&= 6 ) implique celle de B(ay + 0)U(®w= @)

En effet, on a

cgy + dO(0= @) |dlQl0(®= &)+ [d0(d= &)

Donc . . ;
€ € €
|Cxag+ GJO (D= ax) |ci|ca |O(dd= Gp) + |40 (&= Gy)

VT - S R T I T
2A1 AONOT 1T O NOA O1 OB6AO 1T AO 01 OEAO NOE ADPPAOAEOO/
de termes positifs.

Or N N N N
€ € € €
T Y O=q + IJO(d=q)=% WD O=¢ +|d 0(d=q)
1 . 1 1 ™1

€

On sait que IoirpFb WY O= G existe par convergenceabsolue Soit_salimite.
8 ~

1
On sait que




é!}ll’l’ll_b V(w=w)=1

1
Et .
€
o(w=q) 1
1
Donc . .
€ €
g2 wdo=q +1d OG=q) -+l
1 &1
Et donc

G+ QO(0=cg Le+|d

1

La suite de terme général fQEl |Goan+ GJO(M= @x) est croissante et majorée. Elle est donc
convergente et donc la série B ¢xy + @ 0(®= G3 ) est absolument convergente.

Démonstration du théoréeme

Ona:
Oo® = Wt OU W= G
Q0
=0 AP V=Wt 0O
Q0 Q0
= Ow +wxl1
=00 +w

2.4) Moments d'ordre; d'une variable aléatoire

Onconsidéreune VAR ®@d®f i ni e sur un esp a'[\éf)ez.
DEFINITION Onappelle moment dordre Qde & le nombre ‘O(MY si il existe.
onnote &) = O le momentdordre  Q

Nous utiliserons principalement le moment d'ordre 2 : ‘O(G¥)

2.5) Moments centrés d'ordre i d'une variable aléatoire

On considére VAR O d®f i ni e sur un espa¥e), agnetahta b
une espérance.

DEFINITION ) - n . n o~ Q.
On appelle moment centré  dordre ‘Qde wle nombre O w Ow si il

existe
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2.6) Variance et écart type

On considére une VAR O d®f i ni e sur un espa c"\éf)),

admettant une espérance.

On appelle variance de @ et l'on note (@) le moment centré d'ordre 2 de @
DEFINITION o
s'il existe.
On appelle écart type et I'on note , (@) la racine carrée de la variance :
On a donc
ww =C(w Cw)’)= @ Ow v(w=w)

N0

A sy s p . o~ 2
La variance apparait comme la moyenne (au sens des probabilités) des carrés ( @ ‘O @ ) des

écarts ala moyenne (@ 'O @ )desvaleurs prises par . N o ) o
#6AOO O 111 AOA PI OEOEAZ 1O 101 DOEONOA A3AOO Ol

Remarque
On dit que & est une variable aléatoire constante si mQ 1T A AT T OEAT O NQocédl ¢
élément.
Onall N LL&(] )=
On aura donc évidemment 0(®O= ¢) = 1et QM) = Ox 1= @
Onaura (@) = (O 2x0(O=)=0x1=0
Réciproquement si (@) = 0, comme (@) est une somme de nombres positifs, cela implique que
chacun de ces nombres est égal a 0.

IEn 06 06 “B(@=q)=0
Si I'on suppose qu'aucun des 0(&= 63) n'est nul (ce qui sera nécessairementlecassiy mq A OO 4
NOA 181 1 velghe leAdvdnénBn®s réalisables), alors ! £,63 = O(®) donc la variable & est
constante.
On peut dire de fagon globale que la variable est presque constante (autrement dit il existe N (L)
tel que 0(O= ) = 1et) ® QN &XL),0(®d= &) = 0).

Calculer o) sila loi de probabilité de @ est la suivante :
_ &) 4 1 |2 3 5 7
0(®="Q|3/10 | 1/10 | 2/10 | 1/10 | 1/10 | 1/10

2.7) La formule de Koenig-Huyghens

On considére une VAR O de®finie sur un espac¥D),

THEOREME admettant une espérance et une variance.

Ona: &) =0OCG2) 06 °

Pour la démonstration, nous utiliserons une propriété que nous démontrerons un peu plus loin :
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Sihet@Oi 1T O AAOGD 6! 2 Ai £ET EAO OO0 0"Y0) admiettauit dhackhOmrd A A
espérance, alors W+ Wadmet une espérance etl'ona:
C(M+ &) = C(Q) + 'C(&X)

On a donc
@) =0 & 0d " =0 2§0d+ 06
Posons @ = Q(®), on a
06 2600 +a?
OG?)  26°0(Q) + & 2
0@ 2000 + 0w ?
O(6Y) 062

(@)

C'est cette forme que I'on privilégie pour calculer la variance.

Le calcul de O G¥ est souvent délicat. Assez fréquemment, nous commencerons par calculer
Own 1).

Eneffet OO ® 1 =06& & =06 Q).

. 100 Al1T10O0 OTEO OT A ApbPl EAAOETT AA AAOOA i AOEC

Soit ) un réel compris strictement entre 0 et 1.
Nous avons vu que la variable aléatoire ®dontlaloiest ® L] = 60,&d0et
~ 9 R " ~ 8 N A 0,
IOy 00,£0,0(00="Q = ?Qnﬁl ne 2
admettait une espérance égale a
0O @ = &N
1) Montrer que QQ 1 § 2
Q 2
2) CalculerQ®d 1)

3) Endéduirequew @ = €n(1l n)

€ _ ..
TQ—S(E 1)

2.8) Variancede L= ==+ 4

Ona
O(G) = @G+ Gy = O G+ B2 O+ &

On utilise alors la propriété O(GEy+ @) = GO(Q) + @
Ona

(6 = ‘O(CRGR + 26T+ 68)  (GO(6) + 02
GFO(GR) + 20000() + 63 R(O(M))?2  20(R) ¥
W) @AW?2= @(Aw) Aw)?2)
GF o Q)

On a donc la formule

(D + 6) = 6
On en déduit que

(@D = D+ O = God =8 00 = [, (6

2.9) Variable centrée réduite

Soit Xune VAR défil EA OO0 OT A Ob AYAquidrietAide Ashdrahc® O(A) =jd gthune
variance o ®). On pose ,, = ,, ().
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On veut associer a @ une variable aléatoire d'espérance égale a 0 et de variance égale a 1. On note
centrée

habituellement & cette variable.
réduite .

Définitions
Une variable d'espérance égale a 0 est dite
Une variable de variance égale a 1 est dite
Une variable d'espérance égale a O et de variance égale a 1 est dite centrée

DEFINITIONS
réduite.

On cherche une relation affine entre et & de la forme & = X+ ©

On aura’O(&Y) = 0= QG+ 6) = GO(R) + W= (B + @

On aura également (G 2) = 1 = @(CLO+ ) = (FG(D) = (3,2
@+ w=0

2 2= 1

On doit donc résoudre le systéme :
On se place dans le cas d'une variable X qui n'est pas presque constante. On aura, > O.

On trouve alors deux valeurs possibles pour G
Le plus simple est de prendre la valeur positive, donc
w1
w= —
On en tire )
- a
w= —
On a donc
L 1, a @ a
W =-—-Ww —_ =
Ou encore
, ® 0W
w = ~
” w

Remarque
On appelle moment centré réduit d'ordre ‘Qde X le moment d'ordre ‘Qde & .

e
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