
Sommes doubles 

TTHHEEOORREEMMEE  

Soit f une fonction à deux variables définie sur ℝ+ × ℝ+. 

Soit 𝑚 et 𝑛 deux entiers, on a 

  𝑓 𝑖, 𝑗 

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

=   𝑓 𝑖, 𝑗 

𝑛

𝑖=0

𝑚

𝑗=0

 

 
Le plus simple est de faire un tableau : 
 
                  i  
j 

0 1 … 𝑛 − 1 𝑛 Somme par ligne 

0 𝑓(0,0) 𝑓(1,0) … 𝑓(𝑛 − 1,0) 𝑓(𝑛, 0)  𝒇(𝒊, 𝟎)

𝒏

𝒊=𝟎

 

1 𝑓(0,1) 𝑓(1,1) … 𝑓(𝑛 − 1,1) 𝑓(𝑛, 1)  𝒇(𝒊, 𝟏)

𝒏

𝒊=𝟎

 

⋮       

𝑚− 1 𝑓(0,𝑚 − 1) 𝑓(1,𝑚 − 1) … 𝑓(𝑛 − 1,𝑚 − 1) 𝑓(𝑛,𝑚 − 1 )  𝒇(𝒊,𝒎 − 𝟏)

𝒏

𝒊=𝟎

 

𝑚 𝑓(0,𝑚) 𝑓(1,𝑚) … 𝑓(𝑛 − 1,𝑚) 𝑓(𝑛,𝑚 )  𝒇(𝒊,𝒎)

𝒏

𝒊=𝟎

 

Somme 
par 

colonne 

 𝒇(𝟎, 𝒋)

𝒎

𝒋=𝟎

  𝒇(𝟏, 𝒋)

𝒎

𝒋=𝟎

   𝒇(𝒏 − 𝟏, 𝒋)

𝒎

𝒋=𝟎

  𝒇(𝒏, 𝒋)

𝒎

𝒋=𝟎

 Somme = 𝑆 

 
La somme des sommes en rouge est égale à la somme des sommes en colonne, c'est-à-dire à la somme 
de toutes les cases du tableau. 
On a : 

𝑆 =  𝑓 𝑖, 0 

𝑛

𝑖=0

+ 𝑓 𝑖, 1 

𝑛

𝑖=0

+⋯+ 𝑓 𝑖,𝑚 − 1 

𝑛

𝑖=0

+ 𝑓 𝑖,𝑚 

𝑛

𝑖=0

=   𝑓 𝑖, 𝑗 

𝑛

𝑖=0

𝑚

𝑗=0

 

Et 

𝑆 =  𝑓 0, 𝑗 

𝑚

𝑗=0

+ 𝑓 1, 𝑗 

𝑚

𝑗=0

+⋯+ 𝑓 𝑛 − 1, 𝑗 

𝑚

𝑗=0

+ 𝑓 𝑛, 𝑗 

𝑚

𝑗=0

=   𝑓 𝑖, 𝑗 

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

 

On a bien la formule attendue. 
 

TTHHEEOORREEMMEE  

Soit f une fonction à deux variables définie sur ℝ+ × ℝ+. 

Soit 𝑚 et 𝑛 deux entiers, on a 

  𝑓 𝑖, 𝑗 

𝑖

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

=   𝑓 𝑖, 𝑗 

𝑛

𝑖=𝑗

𝑚

𝑗=0

 

 

 
On considère la fonction 𝑔 définie par : 

𝑔 𝑖, 𝑗 =  
𝑓 𝑖, 𝑗 si 𝑗 ≤ 𝑖

0 si 𝑖 > 𝑗
  

On a donc 



  𝑔 𝑖, 𝑗 

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

=    𝑔 𝑖, 𝑗 

𝑖

𝑗=0

+  𝑔 𝑖, 𝑗 

𝑚

𝑗=𝑖+1

 

𝑛

𝑖=0

=   𝑔 𝑖, 𝑗 

𝑖

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

=   𝑓 𝑖, 𝑗 

𝑖

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

 

 
Or 

  𝑔 𝑖, 𝑗 

𝑚

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

=   𝑔 𝑖, 𝑗 

𝑛

𝑖=0

𝑚

𝑗=0

 

On a 

 𝑔 𝑖, 𝑗 

𝑛

𝑖=0

=  𝑔 𝑖, 𝑗 

𝑗−1

𝑖=0

+ 𝑔 𝑖, 𝑗 

𝑛

𝑖=𝑗

= 0 + 𝑔 𝑖, 𝑗 

𝑛

𝑖=𝑗

=  𝑔 𝑖, 𝑗 

𝑛

𝑖=𝑗

=  𝑓 𝑖, 𝑗 

𝑛

𝑖=𝑗

 

Donc 

  𝑔 𝑖, 𝑗 

𝑛

𝑖=0

𝑚

𝑗=0

=   𝑓 𝑖, 𝑗 

𝑛

𝑖=𝑗

𝑚

𝑗=0

 

Et donc 

  𝑓 𝑖, 𝑗 

𝑖

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

=   𝑓 𝑖, 𝑗 

𝑛

𝑖=𝑗

𝑚

𝑗=0

 

 
 


