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I) Définitions - Notions essentielles
1.1) Séries numériques

Soit (Up)nen une suite numérique.

On appelle série de terme général uy, la suite dont les termes successifs sont :

So = Up
S1=Up+ U,
DEFINITION S, = Ug + Uy + U,
‘ n
Sy, = Ug +Uu;+...+up, =Zuk
k=0
Si la suite (Sp) a une limiteS, on dit que la série de terme général u, est
convergente et a pour somme S.
Dans ce cas on écrit :
DEFINITION +oo
U, =S
n=0
Sinon on dit que la série est divergente
Exemples
1 n
On considére la suite (u,) définie par u, =3 (§> pour n € N.
Etudier la série de terme général,.
Ona
+1
3 —nglk—3n 1k_31_(%)n ol 1\
= u=23(5) =32,(3) - I -(3)
k=0 k=0 k=0 )

Donc la série converge.
On écrit que :

On considere la suitéu,, ) définie par
pour n > 1.

Etudier la série de terme générak,, .

Ona




n n 1
==y Lo
k=1 k=lk(k+1)

1 1 1
k(k+1) k k+1

On remarque que

Donc
=1 1 1 1 1
Sn: —_—— = — — =1-
k—lk k+1 1 n+1 n+1
Or
I 1 ! =1
n—l)+oo _‘n+1_
Et donc la série converge.
Ona
+00
D =t
nn+1)
n=1

1
On considére la suite (u,)) définiepar u, = In /1 + ;) pourn=>1

Etudier la série de terme générak,, .

Ona

On peut écrire

S—I2+I3+I4++I n+|n+1
w=in(g) () +m(z) + i () +in ()
_ 2x3x4x . xnx(n+1)
- 1x2x3x,..x(n—1)%xn

= Initn + 1)

Donc
lim S, = lim In(n+ 1) = +o0
n—--+oo n—-+oo

La série diverge.

On considere la suitéu,, ) définie paru,, = (—1)" pourn = 0.
Etudier la série de terme général,.

OnaS, = (-1)° =1, puis S, = (=1)°+ (=1)* = 0, puis S, = (=1)° + (-1)* + (-1)2 = 1.
La suite (S,,) est 2-périodique. Elle n'est donc pas convergente (elle n'a pas de limite). Donc la série
diverge.

Une condition nécessaire de convergence

Considérons une série de terme général u,,. Supposons cette série convergente. Soit S sa somme.
On a donc

Jim, 8, =
et
Jim, 8=

3



(en effet la suite (S,,_1) est une sous suite extraite d'une suite convergente, elle est donc convergente
et a méme limite que la suite (S,,)).

Donc
lim S, —S,.1=0
n—--+oo

Or

n n—-1

Sn_ n—l:zuk_ U = Uy

k=0 =0

Donc
Si la série de terme général u, converge, alors son terme général tend vers O

THEOREME

quand n tend vers + B

Bien entendu la réciproque est fausse comme le montre le troisieme exemple du 1.1). Le terme
général peut tendre vers 0 :
lim |n(1+1) =0
n—-—+oo n
sans que la série ne converge.
En pratique c'est plutot la contraposée du théoreme précédent qui est utilisée :

Si le terme général d'une série numérique ne tend pas vers O quand n tend

THEOREME . .
vers +B, alors cette s®rie diverge
Exemple
- (4 1 .
La série de terme général u,, = :%2 pour n > 0 est divergente car
. o n+1
lim =
no+oon + 2

1.3) Opérations sur les séries

On considere les séries de terme général u, etv,.
On définit la série somme comme la série de terme généralu, +v,h 1 A Oi OEA DHOIT AOE
série de terme général Au,,.

Si les séries de terme général u, et v, sont convergentes, alors la série de

terme général u, + v, est convergente et l'on a

+00 +00 +0o0
> )= Yo+ Y v
n=0 n=0 n=0

THEOREME Si la série de terme général u, est convergente, alors la série de terme

général Au, (A€R ) est convergente et ['on a :

“+oo —+oo
>0 =13
n=0 n=0




Il s'agit d'une simple application de théoréme sur les limites.
n n

Soit S, =Zuk ets, 22vk.

k=0 k=0
Si les deux séries convergent cela signifie que :
lim S, =S*eRet limS,”=S5,€R.

n—-+oo n—--+oo

n n n
I — —_
Sp + 8, _Zuk "'ka _Z(uk + vy)
=0 =0 =0

lim Z(uk + )= 1M (S, +5,) =51+,
n—+oo

Ona

Donc

n-—--+oo

Ce qu'il fallait démontrer.

Remarques S o A o
1) Plus généralement, si les séries de terme général u, etv, AT T OAOCAT O AO OE 1 /
alors la série de terme général Au,, + uv, converge etl'ona:

+oo

+o0 +o0
Z(/lun +uv,) = ﬂzun +llz Un

2) Mais attention :
Ce n'est pas parce que la série somme de deux séries converge que ces deux séries convergent.

- (. 1 L
Par exemple la série de terme général u,, = ~= 1 et celle de terme général v, = 1 — nTl

Ces séries divergent évidemment puisque leurs termes généraux ne tendent pas vers 0.
Pourtant

N 141 1 1 1 1
u v, = —— — = - =
R 7} n+l n n+l1l nn+1)
Nous avons vu que cette série converge.
+00
La somme Z(u + v,) existe, mais pas les sommes Z u, et Z
n=1
+00
Il serait donc absurde d écrire Z(un +uv,) = Z u, + z
n=1

3) Si la série somme de deux séries divergentes peut étre convergente comme le montre l'exemple
précédent (sans pouvoir conclure toutefois qu'il en est toujours ainsi), la série somme d'une série
convergente et d'une série divergente est nécessairement divergente.

On raisonne par l'absurde.

On consideére la série de terme général u,, convergente et la série de terme général v, divergente.

Soit la série de terme général w,, = u,, + v,.

Si cette série était convergente, alors la série de terme général w,, — u,, serait également convergente
et donc la série de terme général v, serait convergente, ce qui est absurde.

1.4) La série géométrique et les séries associées




Soit q un nombre réel quelconque, on appelle série géométrique la série de

DEFINITION
0 terme général q",n € N.

Une série géométrique de terme général q" est convergente si et seulement si
lal <1

THEOREME Pans ce cas

Il est clair que si ¢ < —1 ou si g > 1, la série ne peut pas étre convergente puisque le terme général de
la suite u_(n) = g™ ne tend pas vers 0.

Il en est de méme pourq = 1ouq = —1.

Il est donc nécessaire que l'onait —1 < g < 1.

Cette condition est-elle suffisante?

Soit
n
S :qu:qn+l_1 1_qn+l
" k=0 q-1 1=q
Quand -1 <qg <],
“T gt =0
n-—--+oo
Donc
Et donc
“+oo
> =i
qa =T
n=0 1 q

La condition est bien suffisante.

On démontre (voir cours sur les variables aléatoires) que :

ik ke M =+ D" + 1
£ ! (1-9)?

Nous avons également montré que pour tout nombre g € [0,1[, on a

. "
Jim ng” =
Si —1 < q <0, on considére la quantité |nq"|.
On a |[nq™| = nl|q|™ avec |q| €]0,1].
Donc lim n|q|® =0etdonc lim |ng™| =0
n—-+oo n—-+oo
Ce qui conduita:
lim nq™ =
n—-+oo
On en déduit que pour toutréel g €] — 1,1[,ona:
n
ng""'—(n+1)q" +1
lim > kg = lim = mrDg+1_ 4
noteo 4 n—oo (1-9)? (1-9)?

THEOREME S/ q est un réel de l'intervalle 1 —1,1[, alors la série de terme général nq™ est




convergente et ['on a

Deuxiéme série associée
On a également le théoréme suivant :

Si q est un réel de l'intervalle 1 — 1,1[, alors la série de terme général nq" est

convergente et ['on a
THEOREME +00 +00

1.5) Les séries de Riemann

On appelle série de Riemann toute série de terme général

DEFINITION 1
Up = avec a € R

Etude de la convergence des séries de Riemann

Eliminons rapidement le cas évident AA | T i CAOE A8
On aura dans ce cas

1

—=n"%= n.B

na

Avecf=—-aRAO |t Oi Al OOOEAOAI AT O bi OEOE A8
Des lors, nous savons que :

lim nf =+
n-+oo

Donc la série ne peut converger.
$A 101 A Ok, s1doncdivérgedke de la série.

Ine peutyavoirAT T OAOCAT AA i OAT OOAT 1T A NOA BI OO €™M
C'est donc cette situation que I'on examine par la suite.
Nous allons commencer par des comparaisons avec des intégrales.

Nous savons) que si f et g sont deux fonctions intégrables sur [a,b] avec a < b et si
Vx € [a,b], f(x) < g(x) alors

b b
f f(x)dx SJ g(x)dx
a a
Surl'intervalle [n,n + 1],ounAOO O1T AT OEAO 1 ph 11 A
1 1 1
Vx € [n,n+ 1], < — < —(décroissance de la fonction inverse)
n+l  x n

Donc
a

() =6) =6




Ou encore
1 1 1

—— < —<
(n+1)* ™ x@ " na

Donc d'apres le résultat précédent,

n+1 1 n+11 n+11
[ LS W L
n (TL+1) n X n n

1 n+1 n+1 1 1 n+1
f dx < f —adx <— dx
X
n

Ce qui donne

(n+1)* ), n® J,

Or

n+1

f dx=[x]""'=n+1-n=1

n
Donc

1 n+l g

m+1)° —j pri e g CY

Posons

1 1
:Z k_z = +—+  +—+ —
4 ke 10 Toe e (n— 1)«

On ad'apres I'encadrement donné en (1) :
1

1 k+1
>1 —— < —dx < —
Vk_l’(k+1)“_jk x“dx_k“

Rappelons la relation de Chasles sur les intégrales :

b c c
f f(x)dx + f f(x)dx = f f(x)dx.
a b a
On démontre par récurrence la relation de Chasles généralisée :

k+1

f fxydx = f P de

On adonc

Donc

Ce qui permet d'obtenir un encadrement de S,,
"1 1 "1

; x® n ) x

Calculons maintenant f —adx.
X

1
na




Deux cas se présentent: a = leta # 1.
Onapoura =1,
"1 "1
= = n— |nifi
fl x—adx —fl ;dx = [In(x)]} = Ini€n)
On a donc

1 y
In(n) + > <5, < Inin) +1

On en tire que
lim S, = +oo

n—-+oo

La série est donc divergente.

0 OO0 nEph 1

n

n 1 n —a+l 1
f —def x % dx = = nl=® —
1 X 1 —a+lf l-a l-«a
On en tire
1 .. 1 +1<S< 1 ., +1
n%— — <S5, < n%—
l-—a l—-a n*~ """ 1-a l1-«a
SiO<a<1lonal—a=>0etdonc
lim n!~* = +c0
n—-+oo
Donc
li 1-a ! + ! +
im n%— — = 400
n-o+o l — l—a n®
Donc
lim S, = +o0
n—»+oo
La série est donc divergente.
Reste donc a examiner le cas a > 1.
Il n'y a plus de probléeme au niveau des limites puisque
i 1 . 1 N 1 1 1
im n%— — = - =
n-o+ol —q l—a n¢ l—-a a-1
Et que
lim nl-o — r1=— o 1
n-o+ol —a l-«a a—1
Considérons la suite (v,,) définie pourn > 1 par:
1
— l-«a
v, =—n - + 1
"l-a l-a
Cette suite est convergente comme nous venons de le voir. On a
1
Iim v, =——+1
noto a—1
En écrivant
1 . 1 .,
v, = - n
"oa—-1 a—1

On constate que
1
vnzlv, <——+1
"Ta-1

On a donc




1
S S'mlfgafzji4'l
: 1
D autre part, §,, — S,_1 = e >0

Donc la suite (S,,) est croissante. Comme elle est majorée, elle converge. Et donc la série converge.
D'ou le théoreme tres utile :

z g i 7z 7z l . .
Une série de Riemann de terme général u, = — converge si et seulement si
a>1

THEOREME

Remarques:

- . - 1
1) La série de Riemann de terme général u,, = — s'appelle la série harmonique
n

Elle diverge d'apres le résultat précédent
2) La méthode vue ci-dessus de comparaison entre une série et une intégrale est souvent utilisée.

II) Les séries a termes positifs
2.1) Particularité essentielle des séries a termes positifs

On consideére la série de terme général u,, telle que vn,u,, > 0.
n

Soit S, = z .
k=0
La suite (§,,)) est croissante puisque S,, — S,,_1 = u,, = 0.
Si elle est majorée, elle est convergente.
Réciproquement, si elle est convergente, elle est nécessairement majorée par sa limite S.
Pour prouver cette affirmation, on raisonne par I'absurde :
On suppose qu'il existe un entier m tel que S,, > S, alorsVvn > m, S, = S,, > S.
Donc |S,, — S| > |S,, — S|, ce qui signifie que I'on ne peut pas rendre la distance |S,, — S| aussi petite
que l'on veut et donc que S ne peut pas étre la limite de (S,,).
D'ou le résultat important :

La série de terme général u,, avec u, = 0,Vn, est convergente si et seulement

THEOREME si la suite (S,) des sommes partielles est majorée

2.2) Conséquence importante : les théoréemes de comparaison

On considére deux séries a termes positifs de termes généraux respectifs u,, et v, telles que u,, < v,.

On a évidemment
n n

YusYu

k=0 k=0
n

Sila série v, converge alors Z V), est majorée.
k=0

10



n
Donc Z u;, est majorée et donc Y u,, converge.

k=0
n

Si la série Yu, diverge, alors z u;, n'est pas majorée.

k=0
n
Donc lim Zuk = +o0,
n--+oo
k=0
n
Donc lim v, = +oo et donc v, diverge.
n--+oo
k=0

D'ou le théoréme::

On considere deux séries a termes positifs de termes généraux respectifs u,

et v, telles que Vn,u, < v,, alors

THEOREME . iy Py
- si la série Yv,, converge, la série Yu, converge

- si la série Yu, diverge, la série Y v, diverge.

Remarque:
Nous verrons un peu plus loin qu'il suffit en pratique que l'inégalité u,, < v, ne soit vérifiée qu'a partir
d'un certain rang.

Montrons par exemple que la série de terme général ne™ est convergente.
Pour cela, remarquons que lim n3e™ = 0 d'apres les théoremes de croissance comparée.
n—+oo

Cette suite étant positive, cela signifie qu'il existe un entier n, tel que sin > ng, onauran3e™ < 1.

0 -n _

yne ™t < 2
La série de terme général ne™ est positive et son terme général est inférieur, au moins a partir d'un
certain rang, au terme général d'une série de Riemann convergente, donc la série de terme général

ne " est convergente.

Donc pourn > n

: 1 .
De méme, montrons que la série de terme général u,, = —— pour n > 2 est divergente.

In(n)
_In(x)
Nous savons que lim =
x—>+0o X

. In(n)
Donc lim =0.
n—--+oo n
Cela signifie qu'il existe un entier n, tel que pourn > ny,
In(n)

n

0.

<1l

b 1< 1
one n~ In(n)’

La série de terme

iti >
) est positive (pour n = 2).

Son terme général est supérieur, au moins a partir d'un certain rang, au terme général d'une série de
Riemann divergente.
Donc cette série est divergente.

11



2.3) Comment se ramener au cas des séries a termes positifs : la
convergence absolue

Si la série Y |u,| est convergente, alors la série Yu, est convergente.

THEOREME :
On dit alors qu'elle est absolument convergente.

On consideére les suites (v,,) et (w,,) définies de la facon suivante :

v, =u,etw, =0siu, =20

v, =0etw, = —-u, siu, <0

Onau, =v, —wyet|u,| =v, +w,

Donc v, < |u,letw, < |u,|.

Les séries de termes généraux v, et w, sont des séries a termes positifs dont le terme général est
majorée par le terme général d'une série convergente.

Elles sont donc convergentes.

Donc leur différence est également convergente.

Donc Yu, estune série convergente.

Attention, la réciproque est fausse : il existe des séries convergentes qui ne sont pas absolument
convergentes.

( 1)n+1
Un exemple classique est celui de la série harmonique alternée :2 -
n

On démontre que
+oo

2(—17)"*1:”]2

n=1
1 .
Alors que nous savons que ), ~ n'est pas une série convergente.

Cette série a un intérét particulier, comme certaines autres séries qui sont convergentes mais pas
absolument convergentes

n+1
Partonsdez( D n2
#AooA o|0EA 0871 AOEO
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1——+———+———+———+——— —
2345678901112

Si nous changeons l'ordre des termes, par exemple en prenant un terme positif de cette série suivie de

deux termes négatifs pris dans I'ordre, on obtient :
1 1 1 1 1 1 1 1

2 4 3 6 8 5 10 12
On peut alors I'écrire sous la forme

Ce qui donne

Ou encore




série dont on connait la somme :

! In2

—=Iin

2
Autrement dit la modification de I'ordre des termes a eu pour effet de changer la somme de la série.
On dit que cette série n'est pas commutativement convergente.

Dans de nombreux cas, des séries convergentes, mais pas absolument convergentes ne sont pas
commutativement convergentes.

II1) Compléments
3.1) La série exponentielle

X étant un nombre réel, on appelle série exponentielle toute série dont le

DEFINITION terme général est

n

n!

Toute série exponentielle est absolument convergente et ['on a
+00

THEOREME x"

n!
n=0

= e*¥

Ce résultat est admis.

Il y a toutefois quelques pistes possibles pour en comprendre la validité.

Tout d'abord, puisque nous avons dit que cette série est convergente pour tout réel x, on peut définir
une fonction f par

—+o00
xn
f(x) = o
n=0
Ce que I'on écrirait "sous forme éclatée” :
_1+x+ 2+x3+ +xn+
fx) = TR TR TR e

En admettant que I'on puisse dériver une telle expression avec des regles de dérivation identiques a
celles du somme d'un nombre fini de termes, on aura:

) _ 1 2x 3x2 nx" 1
O =0tqgtortgrt ot
x xn—l
= 14+—-F—+ e —t ..
1 1 21 (n—1)!
= f(x)

On aura également f(0) = 1.
La fonction exponentielle est une fonction égale a sa dérivée telle qu'en 0 elle vaut 1.
On démontre que c'est la seule.

Une autre approche possible sera vue en deuxieme année avec I'utilisation de la formule de Taylor.
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3.2) Calcul approché de la somme d'une série

Dans de nombreux cas, on sait démontrer qu'une série converge sans étre capable de trouver la valeur
exacte de sa somme.

Dans le cas d'une série a termes positifs, on sait que la suite des sommes partielles (S,,) est croissante.
Puisque la série converge, plus n est grand plus nous serons proche de la vraie valeur de la somme de
la série.

Reste a déterminer un majorant pour l'erreur commise quand on remplace la somme par la valeur
approchée.

Ce qui n'est pas toujours simple.

Donnons un exemple : nous savons que la série de Riemann de terme général (1/(n?)) converge.
Quelle est sa limite ?

Calculons avec un ordinateur une valeur approchée :
20
z 1 17299975 731542641

n2 ~ 10838475 198270720

n=1
Quelle erreur commet-on en considérant que cette valeur est la "vraie" somme ?
On sait que

~ 1.5962

20 1 +00 1 +00 1
_+Z_ZZ—:S
n2 n2 n2
n=1 n=21 n=1
Posons
N
1
=) o
n=21
Pour tout x € [n,n + 1], on peut écrire
1 - 1 - 1
(n+1)2 " x2~"n2
Donc
. (n+1)? x= . X2 x= . n? x
Donc
1 - n+11d - 1
(n+1)2_fn 2=z
Donc Vk > 21

1 - k+11d<1
(k+1)2_Jk 2 =52

En sommant ces encadrements on trouve comme dans la partie II :
1 N1 1
RN——< —dX<RN—N—

Ce qui donne

1 1 1<R 1
N"212=21 NN N2
Et donc
1 1+1<R<1 1+1
21 N N2-"N=21 N 212
Ona

14



Donc en passant a la limite dans I'encadrement ci-dessus, on trouve

—+oo

1 1 1
—< ) S<—+—
21 ZnZ 21 212

n=21

Nous trouvons ici en encadrement de l'erreur commise.

On peut dire que
1 17299975 731542641 1

1

1 17299975 731542641

—+ <S<—+—+
21 10838475 198270720 21 212 10838475 198270720

En fait on sait déterminer la valeur exacte de S :

3.3) Changement d'un nombre fini de termes d'une série

THEOREME . .
termes de cette série

On ne change pas la nature d'une série si l'on change un nombre fini de

Nous n'examinerons que le cas ou I'on change par exemple les (N + 1) premiers termes de la série.

Soit donc la série de terme général u,,.

On considere la suite (v,) définie pour tout n > N par v, = u, et par des termes vg, v, ...

quelconques pour les termes du rang 0 au rang N.
“+oo

lvN

Sila série de terme général u,, converge, alors z u, existe.

n=0
+oo
Posons z u, =S.
n=0
n n
Soitw, = Uy pourk2N+letSn=Zuk.
k=N+1 k=0
N

Onas, —w, :Zuk

k=0
#AOOA AAOT ET OA O1i i1 A AOO
On a donc
N
a:Zuk
k=0
Ona

En passant a la limite, on en tire que :

OT A OiiiT A E£ETEA AA OAC

limw, =S—«a

n—-+oo

Donc
“+o0

U, =S—a

k=N+1

15




Et donc

+o0
vV, =S—a
k=N+1
N
Posons 8 = z V.
k=0
On aura:
N +o0
v, + Z v, =f+S—«a
k=0 k=N+1
Ce qui donne enfin
“+oo
Z v, =f+S—a
k=0

Ce qui prouve que la série de terme général v_(n) converge également.
S,i la 'sé'rie d(; terme g‘énAér'al Uy, <‘iiverg'e, le ré:sqltat reste Vra,i (ce 'résu’ltat est éVi(ient §i la limitfa de§ )
OlTi T A6 PAOOEAT T AO AOGO cwh I TET O OE AAOOA Oi OEA

3.4) Série somme dans le cas de séries a termes positifs

On considere deux séries de termes généraux u, et v, positifs pour tout n (ou au moins a partir d'un
certain rang).

Si la série de terme général u,, + v, converge, alors les deux séries Y u, et Y.v, convergent

En effet les séries étant a termes positifs, on a u,, < u,, + v, ce qui justifie la convergence de la série
de terme général u,.

3.5) Séries et équivalents

On considere la série a termes positifs de terme général u,,. On suppose que u,, ~ v,, v, étant positif

pour tout n.
. Uy
Ona lim —=1.
n-—--—+oo ‘Un
Ce qui signifie qu'il existe un entier n, tel que sin > ng, on aura par exemple
1 wu, 3
2 v, 2
Ou encore
1 3
=, <U, <=V
2 n n 2 n
Si la série de terme général v, converge, I'inégalité u,, < > Vn montre que la série Y u,, converge.
Si la série Y v, diverge, I'inégalité > Vn < u,, montre que la série Y u, diverge.
Solent u, et v, deux suites 7 ter mesu,p 0, aldrd [éssériess
THEOREME

de termes généraux u, et v, convergent ou divergent simultanément

3.6) Retour sur la série géométrique
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Dans certains problemes au lieu de z np™ on est amené a calculer z np™t

n=0 n=0

On a évidemment
—+00

) = Z p“E(l pp)2 @ 1p)2

n=0

“+oo —+oo

De méme, on est souvent amené a calculer z n(n — 1)p" 2 aulieu de Z n?p™

n=0 n=0

z . _plp+1)
TP T

zn(n—l)p" 2 = —Zn(n—l)p

n=0
365
G@+D p )
(1-p)3@ (A-p)?

_ 1 p’
T p? <2 ((1 ~ p)3>>
2

On sait que

On adonc:

“a-pp

17



