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SUITES NUMERIQUES 

I. Généralités 

1.1) Définitions 
 
Une définition du dictionnaire est la suivante : 

Succession ordonnée d'éléments pris dans un ensemble donné. 

 
Malgré beaucoup d’imprécisions, cette définition est une assez bonne entrée en matière pour dire ce 
qu’est une suite. 
L’expression « succession ordonnée » est redondante dans le sens où une succession est toujours 
ordonnée. 
Le reste de la phrase met en évidence la possibilité d’avoir des suites d’objets qui ne sont pas des 
nombres : des points, des fonctions, des ensembles… 
Une suite numérique sera une suite de nombres (a priori réels). 
 
Dans cette définition, rien ne dit que cette succession est finie ou infinie. 
Considérons le cas d’une succession finie contenant 𝑛 éléments. 
Puisqu’ils sont ordonnés, il y a un premier élément, un deuxième,…, un nième. 
On peut numéroter ces éléments. Appelons 𝑢 cette succession (c’est-à-dire cette liste ordonnée 
d’éléments). On conviendra de noter 𝑢1 le premier élément de cette suite, 𝑢2  le second,…, et bien 
entendu 𝑢𝑛  le nième. 
Ainsi on aura : 

𝑢 = (𝑢1, 𝑢2 , … , 𝑢𝑛) 
 
On écrira cette suite entre parenthèses : en mathématiques, pour marquer l’ordre on utilise des parenthèses. Ainsi 
 1,2  est différent de  2,1 . 
Si l’on utilise des accolades, il ne s’agit plus d’une liste mais d’un ensemble. L’ordre n’intervient pas : 

 1,2 =  2,1  
Dans une liste ordonnée, placée entre parenthèses, un élément peut se répéter : on peut écrire la liste  1,2,2,1 . 
Par contre dans une écriture d’ensemble, les éléments n’apparaissent qu’une seule fois.  
Ainsi  1,2,2,1  ne s’écrit pas, on ne conserve que  1,2 . 

 
Une définition meilleure que la première est donc : 

Liste ordonn®e dô®l®ments pris dans un ensemble donn®. 

 
La notion de liste suppose implicitement la numérotation des éléments.  
On peut très bien imaginer une liste infinie, mais l’on pourra numéroter ces éléments aussi loin que 
l’on aille. 
Numéroter, c’est attribuer un numéro et un seul à chaque élément de la liste. Plutôt que de partir des 
éléments de la suite 𝑢, partons des numéros : 
 
 
 
 
 
 
 
 

    
   1 
   2 
   3 
   …. 

   a 
   b 
   c 
   d 
   …. 
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On aura ici : 
𝑢 =  𝑏, 𝑎, 𝑏, …   

Ce que l’on pourra noter 
𝑢1 = 𝑏 
𝑢2 = 𝑎 
𝑢3 = 𝑏 

Nous avons fait démarrer notre numérotation à 1, mais nous aurions pu tout aussi bien la démarrer à 
0. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Dans tous les cas, numéroter apparaît comme un procédé qui à chaque entier fait correspondre au 
plus un élément (on peut en effet a priori imaginer que certains numéros ne soient pas attribués). 
Cela nous permet de donner une définition plus mathématique d’une suite numérique : 
 

DDEEFFIINNIITTIIOONN  

Une suite numérique est une famille de nombres réels indexée par des entiers. 

Dans le cas chacun des entiers a une image, une suite numérique est une 

application de ℕ dans ℝ. 

 
Si E et F sont deux ensembles, on appelle fonction de E dans F tout procédé qui permet d’associer aux éléments de E 
au plus un élément de F. Les éléments de F associés à certains éléments de E par ce procédé sont appelés images de 
ces éléments.  
L’ensemble de définition d’une fonction est le sous-ensemble de E composé de tous les éléments de E qui ont une 
image par la fonction. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
On appelle application toute fonction dans laquelle chaque élément de E a une image (et une seule puisqu’il s’agit 
d’une fonction). 
Une application de E dans F est donc telle que son ensemble de définition est égal à E. 

 
Remarque : une suite numérique peut « démarrer » à 1, dans ce cas ce sera une application de ℕ∗ dans 
ℝ. Ou à 2 : ce sera une application de ℕ∗\{1} dans ℝ. Et ainsi de suite. 
 
Cette définition posée, il existe de nombreuses façons de créer des suites. 
Or nous allons voir que la façon dont une suite est créée influe sur ses propriétés. 
Il est donc important de préciser ces diverses façons 
 
 
 

   0 
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1.2) Notation 
 
La suite 𝑢 est une liste ordonnée finie ou infinie de nombres réels. On note le plus souvent 𝑢𝑛  le terme 
général de cette suite. 
On a ainsi 

𝑢𝑛 =  𝑢𝑝 , 𝑢𝑝+1, … , 𝑢𝑛 , …   

Où 𝑝 est l’indice du premier terme de la suite (en général 0 ou 1). 
Une autre façon de parler de cette suite est de la désigner par  𝑢𝑛 𝑛≥𝑝  

Si 𝑝 = 0, on écrira  𝑢𝑛 𝑛∈ℕ et si 𝑝 = 1,  𝑢𝑛 𝑛∈ℕ∗. 

))Ȣ -ÏÄÅÓ ÄÅ ÇïÎïÒÁÔÉÏÎ ÄȭÕÎÅ ÓÕÉÔÅ ÎÕÍïÒique 

2.1) Le mode fonctionnel 

2.1.1) Le mode fonctionnel explicite 
 
Une suite numérique étant une fonction de ℕ dans ℝ, la façon la plus simple de construire une suite 
est de partir d’une fonction à variable réelle et de considérer la suite définie par les images des 
nombres entiers par cette fonction. 
 
Prenons par exemple la fonction 𝑓 définie par : 

𝑓 𝑥 =
𝑥

𝑥2 + 1
 

Pour tout entier 𝑛, on peut alors considérer 𝑓 𝑛 . On aura 

 𝑓 𝑛 =
𝑛

𝑛2 + 1
 

On définit ainsi la suite 𝑢 constituée de la liste des éléments 𝑓(𝑛) quand 𝑛 varie dans ℕ. 

𝑢 =  
1

2
,
2

5
,

3

10
,… ,

𝑛

𝑛2 + 1
,…   

On écrira 

𝑢𝑛 =
𝑛

𝑛2 + 1
 

On dira que la suite 𝑢 est une suite fonctionnelle explicite ou tout simplement une suite explicite. 

 
La représentation graphique d’une telle suite est immédiatement déduite de celle de la fonction : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
La courbe de la fonction permet de trouver les valeurs de la suite en lisant les ordonnées des points à 
coordonnées entières. 

x

y

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

-0,6

-0,4

-0,2

0

0,2

0,4

0,6
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La fonction n’est pas toujours définie pour tous les entiers, comme par exemple : 

𝑔 𝑥 = ln⁡(𝑥 − 1) 
Cette fonction est définie pour 𝑥 > 1. On définit donc la suite 𝑣 pour 𝑛 ≥ 2, par 

𝑣𝑛 = ln⁡(𝑛 − 1) 
 
Un dernier exemple est le suivant. On considère la fonction 𝑕 définie par  

𝑕 𝑥 =   𝑥 − 1  𝑥 − 3  
Cette fonction est définie pour  𝑥 − 1  𝑥 − 3 ≥ 0. 
Or cette quantité est positive si et seulement si 𝑥 ∈] − ∞, 1] ∪ [3, +∞[. 
Elle est donc définie pour tous les entiers différents de 2. 
Si l’on considère la suite 𝑤 définie par 𝑤𝑛 = 𝑕 𝑛 , on convient de faire démarrer cette suite au premier 
entier à partir duquel elle est toujours définie donc pour 𝑛 ≥ 3, même si l’on peut calculer 𝑕 0  et 
𝑕 1 . 

2.1.2) Le mode fonctionnel récurrent 
 
Il s’agit de suites que l’on détermine de la façon suivante : on se donne un premier terme, nommé en 
général 𝑢0  ou 𝑢1 (si la suite s’appelle 𝑢) et d’une relation fonctionnelle permettant de calculer 
n’importe quel terme en fonction du précédent : 

𝑢𝑛+1 = 𝑓(𝑢𝑛) 
Par exemple 

 

𝑢0 = 2

∀𝑛 ≥ 0, 𝑢𝑛+1 =
2𝑢𝑛
𝑢𝑛 + 1

  

On aura par exemple : 

𝑢1 =
2𝑢0

𝑢0 + 1
=

4

3
 

𝑢2 =
2𝑢1

𝑢1 + 1
=

2 ×
4
3

4
3 + 1

=
8

7
 

Graphiquement 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Il semble graphiquement que les valeurs successives de cette suite se rapprochent de plus en plus de 
la valeur 1 et qu’elles sont de plus en plus petites. 
On dira que cette suite est décroissante et qu’elle converge vers 1. 
 

O i

j

u0𝑢1 𝑢2  



 

5 

Le changement de terme initial peut avoir des conséquences sur les propriétés de la suite. 
 
Dans l’exemple suivant avec 𝑢0  quelconque compris entre 0 et 1, la convergence semble confirmée, 
mais la suite est alors croissante : 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Si l’on prend 𝑢0  négatif, la suite semble toujours converger vers 1, mais avec une décroissance vers 1 
qu’à partir de 𝑢2. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.1.3) Les suites récurrentes générées par des fonctions à plusieurs variables 
 
Ce que l’on appelle « suite récurrente » correspond au cas précédent. On peut toutefois rencontrer des 
suites récurrentes plus « complexes ».  
Prenons un exemple. 
Considérons la suite récurrente définie de la façon suivante : chaque terme est égal à la somme des 
deux précédents. 
Pour commencer, il faut donc se donner deux premiers termes, par exemple 1 et 1. 
Ecrivons les termes successifs de cette suite : 

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89… 
Si l’on appelle 𝐹 cette suite on a : 

O i

j

u0

O i

j

u0

𝑢1  

𝑢2  
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𝐹0 = 1 
𝐹1 = 1 
𝐹2 = 𝐹0 + 𝐹1 = 1 + 1 = 2 
𝐹3 = 𝐹1 + 𝐹2 = 1 + 2 = 3 

 
De façon générale :  

𝐹𝑛+2 = 𝐹𝑛 + 𝐹𝑛+1 
 

On dit que la suite 𝐹 est une suite récurrente double. 

Cette suite est générée par une fonction à 2 variables : 

𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑥 + 𝑦 
On a 

𝐹𝑛+2 = 𝑓(𝐹𝑛 , 𝐹𝑛+1) 
 
La suite 𝐹 est appelée suite de Fibonacci. On démontrera que la suite 𝑢 définie par  

𝑢𝑛 =
𝐹𝑛+1

𝐹𝑛
 

est convergente et que sa limite est un nombre célèbre : le nombre d’or. 
Le nombre d’or est défini géométriquement de la façon suivante : 
 

   
 
 Léonardo Fibonacci (1175 – après 1240) 
 
ABCD est un carré. I est le milieu de [AB]. On trace le cercle de centre I passant par C. Il rencontre la droite (AB) en K. 
On appelle nombre d’or le rapport de la longueur AK par la longueur AB. 
On pose  

𝜙 =
𝐴𝐾

𝐴𝐵
 

Si l’on pose 𝐴𝐵 = 𝑎, on aura 𝐴𝐼 = 𝐼𝐵 = 𝑎/2. 
Donc d’après la propriété de Pythagore,  

𝐼𝐵2 + 𝐵𝐶2 = 𝐼𝐶2 
Or 𝐵𝐶 = 𝐴𝐵 = 𝑎, donc 

 
𝑎

2
 

2

+ 𝑎2 = 𝐼𝐶2 

Donc 

𝐼𝐶2 =
5𝑎2

4
 

Or 𝐼𝐾 = 𝐼𝐶  = rayon du cercle , donc 

𝐼𝐾 =
𝑎 5

2
 

On a 

𝐴𝐾 = 𝐴𝐼 + 𝐼𝐾 =
𝑎

2
+
𝑎 5

2
=
𝑎

2
 1 +  5  

Donc 

𝜙 =

𝑎
2
 1 +  5 

𝑎
=

1 +  5

2
 

 

A B

D C

I K
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Dans la continuité de ce qui vient d’être dit, on peut imaginer des suites récurrentes triples (on dira 
plutôt d’ordre 3),… 

2.2) Le mode implicite 
 

L’autre grande catégorie de suites que nous allons rencontrer est celle des suites implicites. 

Elles correspondent en gros aux solutions d’équations. 
Donnons un exemple. 
Considérons l’équation d’inconnue 𝑥 suivante : 

𝑥3 + 𝑥 = 𝑛 
Où 𝑛 est un entier naturel supérieur ou égal à 1. 
Si l’on considère la fonction 𝑓 𝑥 = 𝑥3 + 𝑥, c’est une fonction dérivable et sa fonction dérivée est : 

𝑓 ′ 𝑥 = 3𝑥2 + 1 
C’est une quantité strictement positive et donc la fonction 𝑓 est strictement croissante. 
On a de plus 

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = + ∞ 

lim
𝑥→−∞

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→−∞

𝑥3 = −∞ 

Comme 𝑛 ∈] − ∞, +∞[, on en déduit puisque la fonction est strictement croissante et continue que 
l’équation 𝑥3 + 𝑥 = 𝑛 admet une solution dans ℝ et une seule. Cette solution dépend a priori de 𝑛 : on 
la notera 𝛼𝑛 . 
La seule chose que l’on sait sur 𝛼𝑛  c’est qu’il s’agit de l’unique nombre réel tel que : 

𝛼𝑛
3 + 𝛼𝑛 = 𝑛 

 
On peut appeler 𝑢 la suite formée des éléments 𝛼1, 𝛼2 , 𝛼3, … , 𝛼𝑛 , … 
Cette suite est dite implicite. On ne peut pas connaître directement les valeurs de ses éléments (ce qui 
rend les représentations graphiques difficiles, voire impossibles). 
Il sera néanmoins possible dans certains cas particuliers d’étudier les propriétés de ce type de suite. 

III) Quelques suites particulières 
 
Certaines suites ont un intérêt particulier : celui d’être descriptibles simplement à la fois sur le mode 
récurrent et sur le mode explicite. 
Les suites possédant une telle propriété ne se réduisent pas aux trois suites que nous allons présenter, 
mais celles-ci sont souvent utilisées dans le travail que l’on effectuera sur d’autres suites. 

3.1) Les suites arithmétiques 

3.1.1) Définition explicite 
 

DDEEFFIINNIITTIIOONN  
Soient a et r deux nombres réels. On appelle suite arithmétique de terme 

initial a et de raison r, la suite u définie par : 
∀ n ∈ N, un= a + nr 

 
 
On pourra considérer par exemple la suite arithmétique de terme initial 𝑎 = 2 et de raison 𝑟 = 3. 
Les termes successifs seront par exemple : 

𝑢0 = 𝑎 = 2 
𝑢1 = 𝑎 + 𝑟 = 2 + 3 = 5 
𝑢2 = 𝑎 + 2𝑟 = 2 + 6 = 8 
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3.1.2) Définition récurrente 
 
On a évidemment d’après la formule précédente : 

𝑢𝑛+1 = 𝑎 +  𝑛 + 1 𝑟 
= 𝑎 + 𝑛𝑟 + 𝑟 
= 𝑢𝑛 + 𝑟 

On a donc cette autre définition : 
 

DDEEFFIINNIITTIIOONN  

Une suite arithm®tique est une suite o½ lôon passe dôun terme au suivant en 

ajoutant une quantité fixe appelée raison. 

La suite arithmétique u est donnée sous forme récurrente par son premier 

terme u0  et sa raison r et par la relation (de récurrence) 
∀n Ó 0,  un+1= un + r 

 

Par exemple  
𝑢0 = 2

𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 + 3
 . 

Les termes successifs sont par exemple : 
𝑢1 = 𝑢0 + 3 = 2 + 3 = 5 
𝑢2 = 𝑢1 + 3 = 5 + 3 = 8 

3.1.3) Reconnaître une suite arithmétique 
 
Si la suite est donnée sous forme explicite, il suffit que la forme donnée soit bien celle de la définition 
d’une suite arithmétique. 
Par exemple la suite 𝑢 définie pour tout 𝑛 ∈ ℕ par : 

𝑢𝑛 = −1 + 3𝑛 
est la suite arithmétique de terme initial 𝑢0 = −1 et de raison 3. 

Sa forme récurrente est alors :  
𝑢0 = −1

∀𝑛 ≥ 0, 𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 + 3
 . 

 
La question est moins évidente par exemple si la suite est donnée en fonction d’une autre suite. 
On considère la suite 𝑢 définie par 𝑢0 = 1 et pour tout entier 𝑛 ∶ 

𝑢𝑛+1 =
26𝑢𝑛 − 75

3𝑢𝑛 − 4
 

On considère également la suite 𝑣 définie pour tout entier 𝑛  par : 
 

x

y

0 1 2 3 4 5 6

0

5

10

15

20
 
 
 
La représentation graphique est 
constituée de points alignés. 
C’est pourquoi on nomme aussi 
ce genre de suite « linéaire » 
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𝑣𝑛 =
2𝑢𝑛 + 1

𝑢𝑛 − 5
 

Montrer que la suite 𝑣 est géométrique. Calculer 𝑣𝑛  puis 𝑢𝑛  en fonction de 𝑛. 
On a : 

𝑣𝑛+1 =
2𝑢𝑛+1 + 1

𝑢𝑛+1 − 5
=

2
26𝑢𝑛 − 75

3𝑢𝑛 − 4 + 1

26𝑢𝑛 − 75
3𝑢𝑛 − 4 − 5

=
5𝑢𝑛 − 14

𝑢𝑛 − 5
 

On a donc 

𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛 =
5𝑢𝑛 − 14

𝑢𝑛 − 5
−

2𝑢𝑛 + 1

𝑢𝑛 − 5
=

3 𝑢𝑛 − 15

𝑢𝑛 − 5
= 3 

La suite 𝑣 est donc une suite arithmétique de raison 3. 
On a 

𝑣0 =
2𝑢0 + 1

𝑢0 − 5
=

3

−2
= −

3

2
 

On a donc pour tout entier 𝑛 ∶  

𝑣𝑛 = −
3

2
+ 3𝑛 

On tire 𝑢𝑛  de la relation : 

𝑣𝑛 =
2𝑢𝑛 + 1

𝑢𝑛 − 5
 

On a 
𝑣𝑛 𝑢𝑛 − 5 = 2𝑢𝑛 + 1 

Ce qui donne : 

𝑢𝑛 =
5 𝑣𝑛 + 1

𝑣𝑛 − 2
 

Soit 

𝑢𝑛 =
5  −

3
2 + 3𝑛 + 1

 −
3
2 + 3𝑛 − 2

=
15 𝑛 −

13
2

3 𝑛 −
7
2

 

On remarque que la quantité 𝑢𝑛  est bien définie pour tout nombre entier. 

σȢρȢτɊ 3ÏÍÍÅ ÄÅÓ ÔÅÒÍÅÓ ÄȭÕÎÅ ÓÕÉÔÅ arithmétique 
 
On considère la suite arithmétique 𝑢 de terme initial 𝑢0 = 𝑎 et de raison 𝑟. 

Soit 𝑆𝑛 =  𝑢𝑘

𝑛

𝑘=0

 

On a 

𝑆𝑛 =  (𝑎 + 𝑘𝑟)

𝑛

𝑘=0

=  𝑎

𝑛

𝑘=0

+  𝑘𝑟

𝑛

𝑘=0

= 𝑎𝑛 + 𝑟 𝑘

𝑛

𝑘=0

 

En utilisant la formule 𝑘

𝑛

𝑘=0

=
𝑛 𝑛 + 1 

2
, on a ∶ 

𝑺𝒏 = 𝒂𝒏 + 𝒓
𝒏 𝒏 + 𝟏 

𝟐
 

3.2) Les suites géométriques  

3.2.1) Définition explicite 
 

DDEEFFIINNIITTIIOONN  Soient a et q deux nombres réels. On appelle suite géométrique de terme 
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initial a et de raison q, la suite u définie par : 
∀ n ∈ ℕ, un= aqn 

 
On pourra considérer par exemple la suite géoémtrique de terme initial 𝑎 = 2 et de raison 𝑞 = 3. 
Les termes successifs seront par exemple : 
 

On aura  
𝑢0 = 2

𝑢𝑛+1 = 2 × 3𝑛
 . 

Les termes successifs sont par exemple : 
𝑢1 = 2 × 31 = 6 
𝑢2 = 2 × 32 = 2 × 9 = 18 

3.2.2) Définition récurrente 
 
On a évidemment d’après la formule précédente : 

𝑢𝑛+1 = 𝑎𝑞𝑛+1 = 𝑞 𝑎𝑞𝑛 = 𝑞𝑢𝑛  
 
On a donc cette autre définition : 
 

DDEEFFIINNIITTIIOONN  

Une suite géom®trique est une suite o½ lôon passe du terme de rang n au 

terme de rang (n + 1) en multipliant le terme de rang n par une quantité 

fixe appelée raison. 

La suite géométrique u est donnée sous forme récurrente par son premier 

terme u0  et sa raison q et par la relation (de récurrence) 
∀n Ó 0,  un+1=  q u

n
  

 

Par exemple  
𝑢0 = 2

𝑢𝑛+1 = 3𝑢𝑛
 . 

Les termes successifs sont par exemple : 
𝑢1 = 3𝑢0 = 3 × 2 = 6 
𝑢2 = 3𝑢1 = 3 × 5 = 15 

3.2.3) Reconnaître une suite géométrique 
 
Si une suite est donnée sous l’une des deux formes classiques, il faut être capable de passer à l’autre 
forme. 
Un cas particulier important est celui où la suite géométrique est donnée non par 𝑢0 , mais par 𝑢1. 
Nous savons que 𝑢𝑛 = 𝑢0𝑞

𝑛  
Or 𝑢1 = 𝑢0𝑞, donc 

𝑢𝑛 = 𝑢0𝑞𝑞
𝑛−1 = 𝑢1𝑞

𝑛−1 
De la même façon, 

𝑢𝑛 = 𝑢1𝑞𝑞
𝑛−2 = 𝑢2𝑞

𝑛−2 
 
Comme pour les suites arithmétiques, la situation est plus difficile si la suite dépend d’une autre suite.  
Considérons par exemple la suite 𝑢 donnée par la relation de récurrence : 

 

𝑢0 = 1

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛+1 = −
3𝑢𝑛 + 2

𝑢𝑛

  

 
On considère la suite 𝑣 définie pour tout entier 𝑛 par : 
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𝑣𝑛 =
𝑢𝑛 + 1

𝑢𝑛 + 2
 

Montrons que la suite 𝑣 est géométrique. 
On a 

𝑣𝑛+1 =
𝑢𝑛+1 + 1

𝑢𝑛+1 + 2
=
−

3𝑢𝑛 + 2
𝑢𝑛

+ 1

−
3𝑢𝑛 + 2
𝑢𝑛

+ 2
= 2 

𝑢𝑛 + 1

𝑢𝑛 + 2
= 2𝑣𝑛  

La suite 𝑣 est une suite géométrique de raison 2. 
On a 

𝑣0 =
𝑢0 + 1

𝑢0 + 2
=

2

3
 

On en déduit que pour tout entier 𝑛, on a : 

𝑣𝑛 =
2

3
 2𝑛  

On a 

𝑣𝑛 =
𝑢𝑛 + 1

𝑢𝑛 + 2
 

Ce qui donne  

𝑢𝑛 =
−2 𝑣𝑛 + 1

𝑣𝑛 − 1
 

D’où 

𝑢𝑛 =
−2 

2
3 2𝑛 + 1

2
3 2𝑛 − 1

=
−4 · 2𝑛 + 3

2 · 2𝑛 − 3
=
−2𝑛+2 + 3

2𝑛+1 − 3
 

σȢςȢτɊ 3ÏÍÍÅ ÄÅÓ ÔÅÒÍÅÓ ÄȭÕÎÅ ÓÕÉÔÅ ÇïÏÍïÔÒÉÑÕÅ 
 
On considère la suite arithmétique 𝑢 de terme initial 𝑢0 = 𝑎 et de raison 𝑞. 

Soit 𝑆𝑛 =  𝑢𝑘

𝑛

𝑘=0

 

On a 

𝑆𝑛 =  𝑎𝑞𝑘
𝑛

𝑘=0

= 𝑎 𝑞𝑘
𝑛

𝑘=0

 

Si 𝑞 ≠ 0 ou 𝑞 ≠ 1, on a 

𝑺𝒏 = 𝒂
𝟏 − 𝒒𝒏+𝟏

𝟏 − 𝒒
 

Si 𝑞 = 0, la suite est constante et égale à 0 à partir de 𝑢1, donc sa somme est égale au terme 𝑢0 = 𝑎. 
Si 𝑞 = 1, la suite est constante et ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 = 𝑢0 = 𝑎. 
On a clairement : 𝑆𝑛 = 𝑛𝑎. 

3.3) Les suites arithmético-géométriques  

3.3.1) Définition récurrente 
 

DDEEFFIINNIITTIIOONN  
Une suite récurrente u est dite arithmético-géométrique sôil existe deux 

nombres réels a et b tels que ∀n∈N,un+1=aun+b,  avec u0∈R. 

 
Une suite arithmético-géométrique est donc donnée par son terme initial et la relation de récurrence 
définie ci-dessus. 
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Elle est arithmétique si 𝑎 = 1, géométrique si 𝑏 = 0. 

3.3.2) Forme explicite dȭune suite arithmético-géométrique 
 
Comme dans l’exemple vu sur les suites géométriques, l’idée est de trouver une suite géométrique 
associée à une suite arithmético-géométrique. 
Considérons la suite 𝑢 définie par 𝑢0  et par la relation de récurrence : 𝑢𝑛+1 = 𝑎𝑢𝑛 + 𝑏. 
On supposera que 𝑎 ≠ 1 sinon la suite est arithmétique : son étude a déjà été faite. 
On cherche à construire une suite 𝑣 associée à 𝑢 de façon que la suite 𝑣 soit géométrique. 
On commence cette recherche en essayant comme modèle une suite de la forme 

𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 + 𝛼 
Où α est un nombre réel inconnu. 
On aura 

𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 + 𝛼 = 𝑎𝑢𝑛 + 𝑏 + 𝛼 = 𝑎 𝑣𝑛 − 𝛼 + 𝑏 + 𝛼 = 𝑎𝑣𝑛 − 𝑎𝛼 + 𝑏 + 𝛼 
Une façon de rendre la suite  𝑣𝑛  géométrique est de choisir α tel que : 

−𝑎𝛼 + 𝑏 + 𝛼 = 0 
On aura ainsi  

−𝑎𝛼 + 𝑏 = −𝛼 
Ce que l’on peut écrire  

𝑎 −𝛼 + 𝑏 = (−𝛼) 
Cela revient à dire que (−𝛼) est solution de l’équation 

𝑎𝑥 + 𝑏 = 𝑥 
Or cette équation a une solution et une seule si 𝑎 ≠ 1. 
On a en effet : 

 𝑎 − 1 𝑥 = −𝑏 
Donc 

𝑥 = −
𝑏

𝑎 − 1
 

Nous avons maintenant la méthode. 
Si 𝑢 est une suite arithmético-géométrique remplissant la relation de récurrence  

𝑢𝑛+1 = 𝑎𝑢𝑛 + 𝑏  avec  𝑎 ≠ 1 
On construit la suite 𝑣 donnée pour tout entier 𝑛 par : 

𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 − 𝛼 
Où α est l’unique solution de l’équation 𝑎𝑥 + 𝑏 = 𝑥. 
On montre alors que la suite 𝑣 est une suite géométrique de raison 𝑎. 
On peut alors exprimer 𝑣𝑛  en fonction de 𝑛, puis 𝑢𝑛  en fonction de 𝑛. 
 

Examinons cette méthode sur un exemple. On considère la suite 𝑢 telle que  
𝑢0 = 2

𝑢𝑛+1 = 3𝑢𝑛 − 1
 . 

On reconnaît une suite arithmético-géométrique. 
On résout l’équation 𝑥 = 3𝑥 − 1. Ce qui donne : 

𝑥 =
1

2
 

On considère alors la suite 𝑣 définie pour tout entier 𝑛 par : 

𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 −
1

2
 

On a 

𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 −
1

2
= 3𝑢𝑛 − 1 −

1

2
= 3  𝑣𝑛 +

1

2
 −

3

2
= 3𝑣𝑛  

La suite 𝑣 est donc géométrique. 
On a 

𝑣0 = 𝑢0 −
1

2
= 2 −

1

2
=

3

2
 

Donc 
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∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑣𝑛 =
3

2
 3𝑛  

On en tire : 

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 +
1

2
=

3

2
 3𝑛 +

1

2
 

 


