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I) Le langage des probabilités
1.1) Expérience aléatoire

On appelle phénomeéne aléatoire tout phénomeéne dans lequel intervient le hasard. Est donc aléatoire
tout phénomene dont on ne peut prévoir l'issue de facon certaine avant qu'elle ne soit survenue.

Ici peu importe que le "vrai" hasard existe ou pas. Un certains nombres de phénomeénes aléatoires ne sont
dus qu'a notre méconnaissance qui peut étre temporaire (un certain nombre de phénomeénes renvoyés
pendant longtemps a la providence divine, qui est 1'aléatoire parfait au sens donné plus haut, ont trouvé
une explication rationnelle complete, qui fait qu'ils sont devenus le prototypes de phénomenes
totalement déterministes -- comme les éclipses par exemple, dont on sait maintenant prévoir l'arrivée a
le seconde preés --).

Peut-étre que si nous connaissions avec une précision suffisante I'ensemble des éléments qui concourent
lors du lancer d'un dé a la sortie d'une face donnée, nous pourrions prévoir exactement chaque sortie. Le
lancer d'un dé deviendrait alors un phénomene totalement rationnel.

Serons-nous capable d'aboutir a cette connaissance ? Cela a peu d'importance. Elle semble terriblement
coliteuse par rapport a l'utilisation sociale du dé.

Il existe un grand nombre de situations pour lesquelles, a défaut de connaissance déterministe suffisante,
ou bien d'une approche déterministe suffisament simple, un recours a l'utilisation des probabilités est
nécessaire. On modélise ces situations en faisant comme si le hasard vrai intervenait et I'on examine
ensuite si le modele obtenu rend bien compte de la situation (ou plutot si l'écart -- inévitable -- entre le
modele et la situation est "acceptable").

En pratique, on mesure cet écart a 'aide de tests. On peut se demander par exemple si le dé que 1'on lance
est bien tel que chaque face a la méme chance de sortir (ce qui n'est certainement vrai pour aucun dé
réel). Le modele consiste alors a supposer qu'il en est bien ainsi. On mesure alors le nombre de sorties
par face pour le dé réel, et I'on se demande si le résultat obtenu aurait pu I'étre par hasard avec un dé
bien équilibré. On dit que I'on mesure I'adéquation a une loi équirépartie. Bien entendu, méme dans le
cas d'un dé parfaitement équilibré, il n'y a que fort peu de chances d'obtenir une équirépartition parfaite
(c'est ce que l'on appelle la fluctuation d'échantillonnages), surtout si le nombre de lancers est assez
petit.

Intuitivement une trop grande disparité entre les résultats obtenus pour chacune des faces conduira a
rejeter le modele d'un dé bien équilibré. Mais jusqu'ou peut-on aller dans cette disparité ? On sent bien
que les distributions possibles de résultats sont aussi des phénomeénes aléatoires, et que "si tout est
possible"”, certaines distributions sont plus rares que d'autres...

Une expérience aléatoire est une "expérience" au sens de la physique (ce qui met en évidence
I'idée d'un protocole expérimental) associé a un phénomeéne aléatoire dont on sait décrire toutes

les issues.

1.2) L'univers des possibles

L'ensemble des résultats ou des issues possibles d'une expérience aléatoire est appelé 1'univers des
possibles et noté Q.

Pour définir cet univers, il faut que l'expérience soit elle-méme définie avec précision. Une méme
expérience peut conduire a divers univers des possibles suivant ce que I'on veut observer.

Quand on lance un dé, on peut s'intéresser a la face qui sort, auquel cas l'univers des possibles se réduit a
six cas (que le dé soit truqué ou pas).
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Si 'on s'intéresse au nombre de tours complets que fera le dé avant de s'immobiliser, 1'univers des
possibles devient I'ensemble des entiers (méme si I'on sent bien que 1'on n'ira pas tres loin dans cet
ensemble) (Q = N)

Si I'on mesure avec exactitude la distance du point d'impact sur la table avec le centre de la face sur
laquelle le dé est posé apreés immobilisation, cette distance est un nombre réel positif. L'univers des
possibles est alors {1 = R, .

Les issues ne sont pas seulement numériques si par exemple on s'intéresse a la couleur de la premiére
voiture que l'on verra arrétée au feu rouge juste a gauche en sortant de chez soi (mais on voit bien dans
un exemple comme celui-la que dans de nombreuses situations non numériques, il n'est pas toujours
facile de désigner toutes les issues avec précision).

1.3) Evenement élémentaire, évenement

Parler d'un événement lié a une expérience aléatoire, c'est étre capable de dire si ce que 1'on désigne par
le mot évenement a eu lieu ou pas (on dira s'est réalisé ou pas) une fois que I'expérience s'est déroulée.
Par exemple, quand on lance un dé et que l'on s'intéresse au numéro de la face du dessus, on peut
répondre a la question : le numéro sorti est un nombre pair.

Donc "le numéro sorti est un nombre pair” est un événement dans le cadre de cette expérience.

On peut également répondre a la question : le numéro sorti est un multiple de 7. On répondra par la
négative, mais on répondra. Cela signifie qu'aucune issue de 1'expérience ne permet la réalisation de cet
évenement. On dit que cet évenement est impossible dans le cadre de cette expérience.

Par contre quel que soit le numéro sorti, il n'est pas possible de répondre a la question : le dé a parcouru
plus de 5 cm avant de s'immobiliser.

La distance parcourue par le dé n'est pas un événement dans le cadre de cette expérience.

Bien entendu on peut s'intéresser simultanément aux deux phénomenes : numéro sorti et distance
parcourue, mais il s'agit a proprement parler de deux expériences aléatoires avec leurs univers des
possibles respectifs que 1'on effectue ensemble pour mesurer leur relation.

L'univers des possibles est un ensemble ( a priori non vide). Il contient des éléments. Chaque élément de
cet ensemble est appelé évenement élémentaire.

Le numéro 5 est un évenement élémentaire de lI'expérience du lancer de dé si I'on observe le numéro de
la face sorti.

5 (cm) est aussi un évenement élémentaire du méme lancer de dé si I'on s'intéresse a la distance
parcourue. Mais nous voyons bien que les "chances" que ses deux évenements se réalisent ne sont
absolument pas du méme ordre.

On identifie en général un événement élémentaire avec un singleton : 5 sera identifié a {5}.

1.4) Les évenements suivant la nature de Q

La réalisation effective d'une expérience aléatoire correspond dans tous les cas a un évenement
élémentaire, dont il faut pouvoir dire si la situation décrite par I'évenement est réalisée ou pas une fois ce
résultat connu.

a) Q est un ensemble fini

Dans ce cas, les évenements peuvent étre identifiés a des sous-ensemble de ().

En effet ce n'est que quand une situation peut étre décrire comme une liste d'évenements élémentaires
(ou comme un évenement impossible dans le cadre de 1'expérience) que 1'on pourra dire si elle a été
réalisée ou pas.

Page 3 sur 17



L'évenement : "le numéro sorti est pair" est associé a la liste 2,4,6, événements élémentaires qui
permettent de dire si cet événement a eu lieu ou pas.

On identifiera cet événement avec le sous-ensemble de Q: A = {2,4,6}.

L'évenement impossible : "le numéro sorti est un multiple de 7" est associé a @ qui est aussi un sous-
ensemble de ().

On peut dire que si  Q est un ensemble fini, tout événement peut étre associé a un sous - ensemble
de Q, ettoutsous - ensemble de Q peut étre associé a un événement.
Comme toute réunion ou intersection de parties de Q est une partie de  Q, "les réunions ou les

intersections d'évenements” sont des évenements.

b) O est un ensemble infini dénombrable

La situation est exactement la méme que dans le cas précédent. Toutefois apparat ici un probleme
supplémentaire : si dans le cas fini il ne parat pas indispensable de se poser la question d'une réunion ou
d'une intersection d'une infinité de parties de Q (nécessairement certaines d'entre elles se répeteraient
une infinité de fois, puisque le nombre de parties distinctes de Q est égal a 2¢24(9) il en va différemment
dans le cas d'un ensemble infini dénombrable.

Considérons par exemple I'expérience aléatoire qui consiste a lancer un dé tant que 1'on n'obtient pas un
"6" et a compter le nombre de lancers nécessaires pour obtenir un "6" (nombre qui peut étre tres grand si
le dé est truqué).

L'univers des possibles est @ = N*,

Sil'on note A,, I'événement élémentaire : le "6" est sorti au n — iéme lancer, on peut écrire 4, = {n}.

Si B estI'événement : le nombre de lancers nécessaires pour obtenir un "6" est pair, on peut écrire :

De fagon plus générale, si I'on considére une famille infinie dénombrable d'évenements (E;);cy, leur
réunion est un événement.
En effet si w est le résultat de l'expérience aléatoire, il est toujours possible de dire si la situation

+ oo
correspondanta E = _U E; est réalisé ou pas, c'est-a-dire si w appartient ou pas a E. Il suffit de savoir s'il
1=

appartient a I'un des ensembles de la famille.

c) O est un ensemble infini non dénombrable
La situation est plus compliquée car on ne peut identifier simplement les parties de Q2 aux évenements.
Nous laisserons ce cas de coté pour le moment.

1.5) Opérations sur les évenements

Dans ce qui suit nous ne considererons que les cas ou ) est un ensemble fini ou dénombrable.
Les évenements sont alors naturellement identifiés aux sous-ensembles de ().
Les opérations sur les ensembles sont alors associées directement a des opérations sur les évenements.

Z .1 00 AOIT 1 Oévénenentiinposbibld uh &vénement qui se réalise jamais. On l'associe a
I'ensemble vide : @

F éyemement certain est un événement qui se réalise toujours. Il contient donc tous les événements
élémentaires de Q). Ce ne peut étre que () lui-méme.
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E éyéemement contraire d'un événement A est I'événement qui se réalise lorsque A ne se réalise pas.
Onle note A.On a
A= (ChA

Z difjonction de deux événements A et B est I'événement qui est réalisé si au moins l'un des

deux évenements A ou B est réalisé . Il correspond au sous-ensemble A U B.

Z  ,cdnjonction de deux événements A et B est l'événement qui est réalisé si les deux

événements A et B sontrealisés . Il correspond au sous-ensemble A N B.

Z $AOQT i el BAdndincénipatibles si ils ne peuvent jamais se réaliser simultanément. Leur
conjonction est donc I'événement impossible. IIs correspondent a des ensembles disjoints.
Ona
ANB= 9.

Z difjonction d'une famille dénombrable d'événements (E;);cy est I'événement réalisé dés que
I'un au moins des événements de la famille est réalisé.

+ o0
Onle noteU E;
i=0

Z $ A | édohjénctiorAd'une famille dénombrable d'événements (E;);cy est 'événement réalisé
dés que tous les évenements de la famille sont réalisés.

+ o0
Onle noteﬂ E;.
i=0

E 5T A EATEIT A EETEA T @Q4)Ajedt inisystOrdesdmpletl'¢ver@mentd di AT OO
(a) aucun évenement de la famille n'est impossible
(b) les évenements sont incompatibles deux a deux
(c) la disjonction de tous les évenements de la famille est 1'évenement certain.

On retrouve en fait la caractérisation d'une partition :

(a)VlEI,Al¢¢
(b) V(i,j) €% sii #j,A,NA =0

E %l £AET OE U édntrdné ldréaks&didn@EH, dn échAtMl c B.
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II) Construction axiomatique de la notion d'espace
probabilisable

2.1) La tribu des évéenements

Bien que notre étude se limite au cadre des univers finis ou dénombrables, les définitions que nous
donnerons peuvent s'étendre au univers infinis non dénombrables.

Soit Q un univers. Soit T un ensemble de parties de Q. T est une tribu sur  Q
si T vérifie les propriétés suivantes :
I. Q€eT

DEFINITION i. SiAET,alors AET
iii. Si (A,)en €stune famille dénombrable d'éléments de T, alors

+ 00
[Janer
n=0

Bien entendu P({2) est une tribu sur Q.

En effet Q € P(Q).

SiA € P(Q),onabien4 € P(Q).

La réunion de toute famille dénombrable de parties de Q étant une partie de , le troisieme point est
vérifié.

Si nous reprenons l'exemple du dé que I'on lance jusqu'a 1'obtention d'un "6", nous avons 0 = N*. Nous
avons identifié les évenements avec les parties de ().

2.2) Tribu engendrée par une famille

On considére une famille F de sous-ensembles de Q.
La tribu engendrée par F est la plus petite tribu contenant les éléments de F.

Par exemple si Q est I'ensemble {1,2,34,5,6} et si F est la partition de Q définie par E; = {1,3,5},
E; = {2,4} et E; = {6}, la tribu engendrée par cette famille contiendra ces trois ensembles et leur réunion
deux a deux, plus £ qui est leur réunion trois a trois et @ qui est le complémentaire de Q.

L'expérience aléatoire associée a une telle tribu sera telle que par exemple {1,2} ne sera pas un
évenement associé a cette expérience.

La tribu permet de définir qui sont les évenements.

2-3) Propriétés des tribus

Comme () appartient toujours a une tribu T et que si un ensemble appartient a T son complémentaire
appartient aussi a T alors @ appartient a toute tribu.
@eT
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+ oo

Si(A4,) ey €St une famille dénombrable tEléments deT, alors ﬂ A, €ET.
n=0

Si A, € T,alors 4, € T.Donc

+ oo
UEET
n=0
/| O AGAPOT O 1 AO ITTEO AA -1 OCAI
+o0 T
Uz={)a
n=0 n=0
Donc
T
Naer
n=0
Donc
+ oo
N4 7
n=0
Or
+ o0 + 00
(2 ={]a
n=0 n=0
Etdonc
+ o0
Nner
n=0

2-4) Les tribus usuelles

Nous avons vu que si ) est I'univers des possibles, P({) est une tribu que I'on nomme tribu triviale.

Pour des raisons évidentes, on choisit souvent comme tribu celle engendrée par les singletons (surtout
dans le cas d'un ensemble fini ou dénombrable). Il se trouve que dans ce cas elle concide avec P(Q). Ce
qui fait qu'en pratique, dans la plupart des problemes la tribu de référence sera P(()). Mais ce n'est pas
nécessaire.

2.5) Espace probabilisable

DEFINITION Lecouple (Q,T) estappelé espace probabilisable

2.6) Approche intuitive d'une probabilité

En mathématiques, la mesure de probabilité d'un événement est un nombre "rendant compte du degré
de vraisemblance" que I'on accorde a la réalisation de cet évenement, lors de l'expérience aléatoire.
On mesure cette vraisemblance par un nombre compris entre 0 et 1.
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Des considérations diverses peuvent servir a déterminer ce degré de vraisemblance, comme par exemple
le plus souvent des considérations de symétrie (cas du dé, de la piece; de boules insdiscernables extraites
d'une urne).

Dans certaines situations, cette probabilité est assimilée a la fréquence de 1'évenement lors de la
répétition un grand nombre de fois de I'expérience aléatoire. Nous justifierons cette approximation.
Toutefois, il serait abusif de confondre fréquence et probabilité.Les probabilités sont des modeles que
I'on applique sur le réel.

2.7) Définition axiomatique d'une probabilité

Les axiomes de Kolmogorov posent l'existence d'une mesure de probabilité (que 1'on nomme plus
simplement une probabilité).

On appelle mesure de probabilité (ou simplement probabilit¢) de l'espace

probabilisable ( Q,T) une application P de T dans [0,1] possédant les propriétés

suivantes :

1) P(Q) =1

2) Si (A))1<i<n est une famille finie d'éléments de T, disjoints deux a deux, on a
DEFINITION " :

P Ja)= > pa
= i=1
3) Si (Ap)ren st une famille dénombrable d'élements de T, disjoints deux a
deux,ona:

+ oo

P (U Ak> = i P(A)
k=0 k=1

La propriété 2) se rameéne dans le cas de deux ensembles a :
SIANB = @,P(AUB) = P(A) + P(B)

La propriété 3) s'appelle la 0 —additivite.

On consideére les différents ensembles de la famille : Ay, A4;...,4,,...

Pour chacun d'entre eux le nombre P(A;) est compris entre 0 et 1 puisque d'aprés la définition
'application P fait correspondre a chaque élément de T un nombre compris entre 0 et 1.

On peut définir une suite (u,,) de la facon suivante. ug = P(A4p), uy = P(Ap) + P(A1) = ug + P(A;) et de
facon générale u, .1 = u, + P(4,+1)-

Cette suite est évidemment croissante.

D'autre part d'apreés la propriété 2), on a pour tout entier n,

w, = P(Ag) + P(Ay)+...+ P(A,) = P(U Al-).

i=0
n n
Or 'UoAi est un élément de T, donc P <L_J0Ai) appartienta [0,1] etdonc 0 < u,, < 1.
1= i=

La suite (u,) est croissante et majorée. Elle est donc convergente. Sa limite s'écrira :
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n + 0o + oo
lim w, = lim P <U A,-> = p (U Ai> = ZP(AL-).
i=0 i=0 i=0

Cette limite est comprise entre 0 et 1.

+ oo

Donc le nombrez P(A;) existe et est compris entred et 1.
i=0

2.8) Espace probabilisé

DEFINITION On appelle espace probabilisé le triplet (Q,T,P).

2.9) Evenement réalisable

On appelle événement réalisable tout élément de T de probabilité non nulle

DEFINITION . L R
(donc strictement supérieure a 0)

2.10) Conséquences fondamentales de la définition axiomatique
P(®) =0
Ona@eTetdNQ=0etPuUQ=Q,doncP(PUQ) = P(Q)+ P(Q) = P(Q2) etdonc P(P) = O
VAET,P(A) + P(4) = 1
OnaANA=@etAUA= QdoncP(AUA) = P(A) + P(4) = P(Q) = 1.
VAET,VBET,AC B = P(A) < P(B).

On peut écrire B = AU (B — A) (ou B — A est1'ensemble des éléments de B qui ne sont pas dans A).
OnaAn (B —A) = ®doncP(B) = P(4) + P(B — A) donc P(A) < P(B).

Remarquons que cette écriture n'est valide que parce que B — A est bien un élément de T.

On a en effet :

B—A= BUA

OrBETdoncBET. EtA€TdoncBUAE TetdoncBUAET.
Remarquons en outre que I'écriture P(B) = P(A) + P(B — A) conduit a
P(B — A) = P(B) — P(4)
A et B deux éléments de T,ona P(A — B) = P(A) — P(ANB)
Comme précédemment on peut remarquer que A — B est un élément de T. En effet, on a
A—B=AU(ANB)
Onadonc P(A—B) = 1—P(AU (AN B)).
OrAn(ANnB) = Q.
Donc
P(A—B) = 1—(P(A)+ P(ANB)) = 1—P(A) —P(AnB) = P(A) — P(AN B)
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A et B deux éléments de T,
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB)

On remarque simplement que AUB = (B—A)U(ANB)U(A—B) et que ces trois ensembles sont
disjoints deux a deux.
On a donc

P(AUB)= P(B—A)+ P(ANB) + P(A—B) = P(B) — P(ANB) + P(AN B) + P(A) — P(AN B)
Etdonc P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB)

On généralise cette formule par récurrence et 1'on obtient la formule dite du crible de Poincaré :
n n n

P(UAi>= ZP(Al-) - Z P(A; N 4) + Z P(4; N4 nAk)+...+(—1)”+1P<ﬂAi>
i=1 i=1 1<i<j<n 1si<j<ks<n i=1

Formule identique a celle rencontrée pour les cardinaux.
La démonstration se fait de méme maniére.

Pour toute suite croissante (4,,),cy d'éléments de T,
+ 0
P(l |An> = lim P(A,)
n-+oo
n=1

La notion de suite croissante signifie que chaque terme de la suite contient le pr(:ecéfient. . S
, A OOEOA AOO AITA AOTI EOOCAT OA AO OAT O AA 18ET AI OO
DoncA; € A, € A;...C A, C...

n

On adonc U A, = A, puisque tous les A, pour O < k < n sont contenus dans 4,,.
k=1

Donc P <kL=JlA"> = P(A,)

Le résultat est alors un passage a la limite.

Pour toute suite décroissante (4,),cy d'élements de T, on a

+ co
P(ﬂAn>: lim P(A,)
n—-+o
n=1

Méme type de démonstration avec inversion des inclusions.

Par des passages a la limite comme ceux réalisés pour les deux derniéres formules, il se peut que 1'on
trouve des évenements A différents de () dont la probabilité sera 1 (comme limite). De tels évenements
seront dits quasi-certains.

De méme, on peut trouver des évenements différents de @ dont la probabilité sera 0. De tels évenements
seront dits quasi-impossibles.

2.11) Construction d'une mesure de probabilité sur un ensemble fini

On se place dans le cas ou () est fini (comme par exemple pour un dé, ou une piece).
On choisira presque a tout coup: T = P(Q).
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Des lors il suffit de connatre la probabilité des évenements élémentaires pour connatre la probabilité de
n'importe quel événement.

En effet, posons Q = {wq,w,,...,w,}.
n

Sil'on se donne n nombres p;,1 < i < n, compris entre 0 et 1 tels que Zpi = 1, définis par p; = P(w;),
i=1
on peut bien déterminer la probabilité de n'importe quel événement.
n

Remarquons déja que Q = U1 {w;} et bien str que pouri # j,ona{w;} N{w;} = @
=

OnadoncP(Q) =P <U1 {a)l-}) = ip(wi) = ipi =
1= i=1 i=1

Soit A un sous ensemble de ). A contient un certain nombre d'élements w,.
Notons
={i,l<i<netw.ic€A}

On peut écrire A = Uw;.
i€l

Donc P(A) = ZP(a)i) = Zpl-
i€l i€l
On appelle loi de probabilité ou distribution de probabilité I'application qui a chaque w; de Q fait

correspondre un nombre réel p; compris entre 0 et 1 tel que Zpi = 1.

On présente souvent cette loi de probabilité sous la forme d'un tableau :

Q w1 Wy Wy,
P(w;) D1 po Dy

Si nous avons défini une probablllte P sur (Q, P(Q)) alors chaque évenement élémentaire w; a une

probabilité p; et comme () = U {w;} ,on a bien Z p; = 1.0n a donc bien une loi de probabilité.
i=1
Réciproquement si l'on se donne une loi de probabilité, c'est-a-dire la probabilité des évenements
élémentaires et que I'on considere que pour tout sosu-ensemble A de (1, on définit la probabilité P par : si
A= le, P(A) = ZP(a) ), alors cette probabilité vérifie bien la définition axiomatique de Komogorov et
i€l

donc une probabilité sur (Q,P(Q)).

En pratique, dans le cas des ensembles finis, on se donnera donc une loi de probabilité pour

définir une probabilit €.

2.12) Un cas particulier fondamental : I'équiprobabilité

Dans de nombreuses expériences aléatoires, on ignore a priori la valeur des p;. Par exemple dans le
lancer d'un dé réel.

Déterminer les valeurs des p; par répétition un grand nombre de fois de I'expérience n'est pas toujours
matériellement possible, et est souvent théoriquement illusoire du fait de la fluctuation
d'échantillonnages.

Dans le choix du modele, un grand nombre d'expériences permettent de considérer que les probabilités
des évenements élémentaires sont toutes les mémes.
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On parle alors de distribution uniforme, ou de loi équirépartie.
n n
Si card(Q)) = n,on a n évenements élémentaires de probabilité p; = p.On a Z p; = lor Z p; = np donc
i=1 i=1

1
np = letdoncp = —

Soit A un sous-ensemble de ) contenant m éléments.
Sil'onreprend] = {i,1 <i<netw; € A},ona

m
PA)= ) pi=mp=
i€l
On adonc
P(A) = card(A)
(4) = card(Q)’

On dit qu'en situation d'équiprobabilité, la probabilité d'un évenement A est définie de la facon suivante :

nombre de casfavorablesa la réalisation de 4
nombre de caspossibles

2.13) Cas d'un ensemble infini dénombrable

Comme pour les ensembles finis on peut construire une distribution de probabilité en posant P(w;) = p;.
On devra avoir cette fois

+ oo

Q=L

n=1

Toutefois la notion de distribution uniforme perd son sens puisque on aurait alors P(w;) = == 0...???

p(4) =

Nous verrons que nous serons amené a reconsidérer cette notion a la lumiére des lois continues.

I11 Probabilités conditionnelles - Indépendance
3.1) Probabilités conditionnelles, introduction

La connaissance d'une information sur une expérience peut modifier 1'idée qu'on se fait de la probabilité
d'un évenement.

Si le ciel est nuageux, la probabilités qu'il pleuve est plus grande que s'il fait soleil.

Donnons en exemple. Une urne contient 12 boules blanches : 7 portent le numéro 1 et 5 le numéro 2. Elle
contient également 8 boules rouges : 4 portent le numéro 1 et 4 portent le numeéro 2.

On tire au hasard une boule dans cet urne. on appelle B I'événement : la boule tirée est blanche. On
appelle A I'événement : 1a boule tirée porte le numéro 1.

La probabilité de A est :

11
P(4) = 5= 055

Si I'on nous dit qu'en fait la boule tirée est blanche, alors la probabilité de A est modifiée par le fait que B
est réalisé. On la note :

.
Pp(4) = 5= 0583

En termes de cardinaux, on a:
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_ card(4) card(A N B)

P = card(Q) et Py(4) = card(B)
Or, comme pour P(A),ona:
P(B) = card(B) P(ANB) = card(A n B)
card(Q) card(Q)

Donc
cardlAnB) P(AnB)x card(©) P(ANB)
card(B)  P(B)xcard(Q)  P(B)
La réalisation de I'événement B revient a considérer que B est le nouvel univers des possibles. Il s'agit
d'un changement de référentiel.
On ne prend dans A que les éléments qui appartiennent a B.

Pg(A) =

@%2%@ or plo
QoY | |00 Yo
)" @ ®

C6ET &£ Oi AGETT AT T1Ti A OAOGEAT O U EAEOA Al i T A OE
3.2) Définition

Soit (Q, T, P) un espace probabilisé. A et B deux événements de T.
On suppose que I'événement B est réalisable.

On appelle probabilité conditionnelle de I'événement A sachant que I'événement
DEFINITION B est réalisé le nombre défini par :
P, (A) P(ANB)
’ P(B)

Cette définition revient a définir un nouvel univers des possibles B,

et une nouvelle mesure de probabilité Pg.

On définit ainsi un nouvel espace probabilisé (B, T, Pg).

Montrons maintenant que Py est une mesure de probabilité sur l'univers B.
Ona
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P(BNB) _P(B) _

)= pEy TR

1

On considere une famille finie d'événements (4;)1<<, disjoints deux a deux.
OnaVi,j € 1,n]],sii # j alors
AN =g
alors
(BnA)Nn(BnA)=(BnB)N (4 Nn4)

On a alors

On démontre de méme la o — additivité.
Py est donc bien une mesure de probabilité.

3.3) Formule des probabilités composées

Si A et B sont des événements réalisables d'un espace probabilisé (Q,T,P),ona:
P(AN B) = Pg(A) x P(B) = Py(B) x P(A)

3.4) Théoreme des probabilités totales

Soit (B;);e; une famille finie ou dénombrable formant un systéme complet d'événements réalisables d'un
espace probabilisé (Q,T,P) et A un événement.

Ona
A:AnQ:An<UBi>= U(AnBi)

i€l i€l

P(4) = P (U(A n Bi)) = Y P(ANB) = ) Py (4) x P(B)

i€l i€l i€l

On a donc

Page 14 sur 17



Cette formule constitue le théoréme des probabilités totales

3.5) Théoreme de Bayes

On part des mémes hypotheses que dans le 3-4). On ajoute que A est réalisable.
Ona
Onapourtoutk €1 :
_P(ANnBy)
) ) ] ) ] o PA(BfC)_~ P(A)A ) § X ]
$6ADPOT O 1 A A& Of @nd: POT Ai AAT OAh 11T A
Py, (A) x P(By)
Py(By) = ==
2.P5,(A) x P(B)

L€l

Cette formule est appelée formule de BAYES.
Elle permet d'exprimer la probabilité que la réalisation de A provienne de celle de B;. On l'appelle aussi :
formule de probabilité des causes.

3.6) Indépendance

On dit qu'un événement A est indépendant d'un événement B si la probabilité

gue A se réalise n'est pas modifiée par le fait que B se réalise ou pas.
DEFINITION
Autrement dit si

P(A) = Pp(A) = Pg(4A)

On obtient une caractérisation de I'indépendance

P(4) = P(ANB)

P(B)
Donc
P(ANnB) = P(A) x P(B)

Si B est réalisable, la réciproque est vraie :
P(AnB) = P(A) x P(B P(A PAnB)
= X = = —
(ANB) = P(4) x P(B) = P(4) = — s
= P(4) = Pz(4)
Cette caractérisation indique aussi la symétrie des roles de A et de B.
En effet, on a
P(A) = Pg(A) & P(ANnB) = P(A) x P(B)
P(ANB) _ P(B
< Py(B) = P(B)

Donc si A estindépendant de B alors B est indépendant de A.

On a donc le théoréme suivant:
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Deux événements A et B sont indépendants si et seulement si
P(ANnB) = P(A) x P(B)

3-7) Indépendance et événements contraires

P1) Si A et B sont indépendants alors 4 et B sont indépendants.

THEOREME

En effeton a
P(ANnB) = P(A) x P(B)

Or
(AnB)N(AnB)=(AnA)n(BNnB)
=ANQ
=0
et
(AnB)u(AnB)=(AnA)U(BNB)
=AUQ
=A
Donc

P(ANB) = P(A) — P(ANB)
P(A) — P(A)P(B)
P(A)(1—-P(B))

P(A)P(B)

Ce qui prouve I'indépendance de A et de B.
P2) Si A et B sont indépendants alors 4 et B sont indépendants.

En effet, si A et B sont indépendants alors A et B sont indépendants donc B et A sont indépendants et
donc A et B sont indépendants.

3.8) Cas d'une famille d'événements

Deux situations sont a étudier : le cas ou les événements ne sont pas indépendants et le cas contraire.
Soit (Ay)re; une famille finie ou dénombrable d'événements. Comment exprimer la probabilité
P(A; Nn...n A,) en fonction des probabilités conditionnelles ?
Considérons le cas de trois ensembles.
On aura
P(ANB N C) = Panp(C)P(AN B) = Pynp(C)Pa(B)P(A)

On généralise ce raisonnement par récurrence. On aura
P(Al n A2 N A3 n...N An) = PAlﬂAzﬂAgﬂ...ﬂAn_l(An) X P(Al N A2 N A3 Nn...N An—l)

= PAlﬂAzﬁA3ﬂ...ﬂAn_1(An) SR PAlﬂAz(A3) x PAz(Al) % P(Al)

Pour pouvoir utiliser 1'indépendance, la notion vue jusqu'a présent n'est pas suffisante. En effet elle
correspond a une indépendance des évenements deux a deux mais ce n'est pas parce que A et C sont
indépendants et que B et C sont indépendants que A N B et C sont indépendants comme le montre le cas
ouA,BetC sonttelsqueANBNC = @avecP(ANB) # 0.

Page 16 sur 17



On aura dans ce cas
P(ANC) = P(A)P(C)
P(BNC) = P(B)P(C)
P(ANBNC)=0et P(ANBNC)=P(ANB)P(C)

L'indépendance n'est d'ailleurs pas transitive : dire que A et B sont indépendants et que B et C sont
indépendants ne permet pas de conclure que A et C sont indépendants comme le montre l'exemple
suivant.

On tire une carte au hasard dans un jeu de 52 cartes.

Soit R : "la carte est un roi"

T : "la carte est un tréefle”

H : " La carte est un honneur (roi, dame, valet)

Les évenements R et T sont indépendants; les évenements T et H sont indépendants, mais les
évenements R et H ne sont pas indépendants.

On est donc amené a définir une indépendance plus forte : I'indépendance mutuelle.

Soit (4;);e; une famille finie ou dénombrable d'évenements. Soit k un entier
supérieur ou égal a 2, on dit que les événements de la famille sont k ak
DEFINITION indépendants po ur traduire la propriété suivante : quelg que soient les

évenements Ail,Aiz,...,Aik de la famille, on a

P(Ail ﬂAiz Nn...N Aik) = P(All) X P(Alz) X.,..X P(Alk)

Si une telle égalité est vérifiée pour tout entier k supérieur ou égal a 2, on dit

DEFINITION s : S
gue les évenements de la famille sont mutuellement indépendants.

Dans le cas de I'indépendance mutuelle, on démontre par récurrence que l'on a

p <ﬂ Ak> = HP(Ak)

kel kel

Nous retrouverons souvent ldndépendance mutuelle avec les variables indépendantes.

Remarque :
Tout ce que nous avons dit sur léndépendance dépend de la mesure de probabilité P choisie. Or

une mesure de probabilit¢ est un modéle. En théorie, les mémes événements pourraient étre

indépendants pour une certaine mesure P et dépendants pour une autre mesure PO
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