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I) Propriétés générales 

1.1) Suites majorées 
 

DDEEFFIINNIITTIIOONN  

On dit qu’une suite u est majorée s’il existe un nombre réel M tel que quelque 

soit l’entier n, un≤ M. 

M est appelé majorant de la suite u. 

Remarque : 
Si un nombre réel 𝑀 est un majorant de la suite 𝑢, alors tout nombre réel 𝑀′ supérieur ou égal à 𝑀 est 
aussi un majorant de la suite. 
En effet, on a  

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 ≤ 𝑀 
Or 𝑀 ≤ 𝑀′ , donc 

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 ≤ 𝑀′ 
Donc toute suite majorée admet une infinité de majorants. 
On démontre et nous admettrons le théorème suivant : 
 

TTHHEEOORREEMMEE  
Soit u une suite majorée. Alors il existe un unique plus petit majorant appelé 

borne supérieure de la suite. 

 
Soit 𝐵 la borne supérieure de la suite 𝑢. 
𝐵 est un majorant de 𝑢, donc ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 ≤ 𝐵. 
Mais 𝐵 est le plus petit des majorants, cela signifie que tout nombre inférieur strictement à 𝐵 n’est pas 
un majorant. 
Si 𝜀 est un nombre réel strictement positif, alors 𝐵 − 𝜀 est strictement inférieur à 𝐵. Et 𝐵 − 𝜀 n’est pas 
un majorant de la suite. 
Ce qui signifie qu’il existe au moins un entier 𝑛𝜀  tel que 𝑢𝑛𝜀 > 𝐵 − 𝜀. 

1.2) Suites minorées 
 

DDEEFFIINNIITTIIOONN  

On dit qu’une suite u est minorée s’il existe un nombre réel m tel que quelque 

soit l’entier n, un≥ m 

m est appelé minorant de la suite u. 

Remarque : 
Si un nombre réel 𝑚 est un minorant de la suite 𝑢, alors tout nombre réel 𝑚′ inférieur ou égal à 𝑚 est 
aussi un minorant de la suite. 
En effet, on a  

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 ≥ 𝑚 
Or 𝑚 ≥ 𝑚′ , donc 

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 ≥ 𝑚′ 
Donc toute suite minorée admet une infinité de minorants. 
On démontre et nous admettrons le théorème suivant : 
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TTHHEEOORREEMMEE  
Soit u une suite minorée. Alors il existe un unique plus grand minorant 

appelé borne inférieure de la suite. 

 
Soit 𝑏 la borne inférieure de la suite 𝑢. 
b est un minorant de 𝑢, donc ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 ≥ 𝑏. 
Mais 𝑏 est le plus grand des minorants, cela signifie que tout nombre supérieur strictement à 𝑏 n’est 
pas un minorant. 
Si 𝜀 est un nombre réel strictement positif, alors 𝑏 + 𝜀 est strictement supérieur à 𝑏. Et 𝑏 + 𝜀 n’est pas 
un minorant de la suite. 
Ce qui signifie qu’il existe au moins un entier 𝑛𝜀  tel que 𝑢𝑛𝜀 < 𝑏 + 𝜀. 

1.3) Suites bornées  
 

DDEEFFIINNIITTIIOONN  

On dit qu’une suite u est bornée si elle est à la fois minorée et majorée, c’est-

à-dire s’il existe un nombre réel m et un nombre réel M tel que quelque soit 

l’entier n,  m ≤ un ≤ M 

1.4) Le cas des suites explicites 
 
Considérons une fonction 𝑓 définie sur un intervalle I = [𝑎, +∞[ avec 𝑎 ∈ ℝ 
Soit 𝑛0  le premier entier supérieur ou égal à 𝑎.  
Tout entier 𝑛 ≥ 𝑛0  est supérieur à 𝑎. Donc 𝑓(𝑛) existe. 
Considérons la suite 𝑢 définie pour 𝑛 ≥ 𝑛0  par 𝑢𝑛 = 𝑓 𝑛 . 
S’il existe un nombre réel 𝑀 tel que ∀𝑥 ∈ [𝑎, +∞[, 𝑓 𝑥 ≤ 𝑀 (c’est-à-dire si la fonction 𝑓 est majorée), 
alors en particulier 

∀𝑛 ≥ 𝑛0, 𝑓 𝑛 ≤ 𝑀 
Ou encore 

∀𝑛 ≥ 𝑛0 , 𝑢𝑛 ≤ 𝑀 
La suite est donc majorée. 
On démontrerait un résultat équivalent pour la minoration. 
 

TTHHEEOORREEMMEE  

Soit f une fonction définie sur un intervalle [a,+∞[. Soit n0 le premier entier 

supérieur ou égal à a. On considère la suite u définie pour tout entier n 

supérieur ou égal à n0 par un = f(n). 

Si la fonction f est majorée sur [a,+∞[ alors la suite u est majorée. 

Si la fonction f est minorée sur [a,+∞[ alors la suite u est minorée 

 
Exemple : 

On considère la fonction 𝑓 définie sur  
3

2
, +∞   par  

𝑓 𝑥 =
𝑥 + 1

2𝑥 − 3
 

Pour 𝑛 ≥ 2, on définit la suite 𝑢 par 𝑢𝑛 = 𝑓 𝑛 . 
 
Etudions la fonction 𝑓 sur [2,+∞[. 
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On a 

𝑓 ′ 𝑥 =  −
5

 2𝑥 − 3 2
 

Cette quantité est strictement négative. 
La fonction est strictement décroissante. 
On a  

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 =
1

2
 

On a également 

𝑓 2 =
3

1
= 3 

On en déduit que ∀𝑥 ∈ [2, +∞[,  
1

2
≤ 𝑓 𝑥 ≤ 3 

Donc pour tout 𝑛 ≥ 2, on aura 
1

2
≤ 𝑓 𝑛 ≤ 3 

Et donc 
1

2
≤ 𝑢𝑛 ≤ 3 

1.5) Le cas des suites récurrentes 
 
Dans le cas d’une suite récurrente, les démonstrations se font par récurrence. 
Les propriétés de la fonction permettent souvent de déterminer celles de la suite. 
 Considérons la suite définie par récurrence de la façon suivante : 

 
𝑢0 = 1

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛+1 = 𝑒− 
𝑢𝑛
2

  

  
En présence d’une suite récurrente, il convient toujours de commencer par l’étude de la fonction. 
On a 𝑢𝑛+1 = 𝑓(𝑢𝑛) avec  

𝑓 𝑥 = 𝑒− 
𝑥
2  

Cette fonction est dérivable sur ℝ et l’on a : 

𝑓 ′ 𝑥 = −
1

2
𝑒− 

𝑥
2  

Cette quantité est négative donc la fonction 𝑓 est décroissante. 
 
Montrons que ∀𝑛 ∈ ℕ, 0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 1. 
 
La propriété est initialisée puisque 𝑢0 = 1. 
∀𝑛 ≥ 0, montrons que si 0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 1, alors 0 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 1. 
La fonction 𝑓 est décroissante sur l’intervalle [0 ;1]. 
On a :  

0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 1 ⇒ 𝑓 0 ≥ 𝑓 𝑢𝑛 ≥ 𝑓 1  
On a 

𝑓 0 = 1 

𝑓 1 = 𝑒−
1
 2 

Or une exponentielle est toujours positive. 
On a donc  
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0 ≤ 𝑒− 
1
2 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 1 

Il y a donc hérédité et donc ∀𝑛 ∈ ℕ, 0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 1. 
La suite 𝑢 est bornée. 
 
Un cas particulier intéressant est celui où la fonction est bornée. 
Considérons par exemple la suite 𝑢 définie par 𝑢0 ∈ ℝ et par : 

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛+1 =
𝑢𝑛

2 − 1

𝑢𝑛2 + 1
 

Cette suite est engendrée par la fonction 𝑓 définie sur ℝ par : 

𝑓 𝑥 =
𝑥2 − 1

𝑥2 + 1
 

 
On a 

𝑓′ (𝑥) =
4𝑥

 𝑥2 + 1 2
 

Le signe de cette dérivée est celui de  4𝑥 . 
Elle est donc négative sur ] − ∞, 0] et positive sur [0, +∞[. 
La fonction 𝑓 est décroissante sur ] − ∞, 0] et croissante sur [0, +∞[. 
Elle admet donc un minimum en 0. On a 

𝑓 0 = −1 
On a d’autre part 

lim
𝑥→−∞

𝑥2 − 1

𝑥2 + 1
= lim

𝑥→+∞

𝑥2 − 1

𝑥2 + 1
= lim

𝑥→±∞

𝑥2

𝑥2
= 1 

Donc 
∀𝑥 ∈ ℝ,−1 ≤ 𝑓 𝑥 ≤ 1 

Quelle que soit la valeur de 𝑢0, on aura donc 
−1 ≤ 𝑓 𝑢0 ≤ 1 

Donc 
−1 ≤ 𝑢1 ≤ 1 

∀𝑛 ∈ ℕ, montrons que si −1 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 1 alors −1 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 1. 
D’après le résultat concernant la fonction 𝑓, quelle que soit la valeur de 𝑢𝑛 , on aura  

−1 ≤ 𝑓 𝑢𝑛 ≤ 1 
Donc 

−1 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 1 
Il y a hérédité et donc 

∀𝑛 ≥ 1 , −1 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 1 
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1.6) Suites croissantes, suites décroissantes 
 

DDEEFFIINNIITTIIOONN  

Une suite u est dite croissante à partir du rang n0 si ∀ n ≥ n0, on a 

un+1 ≥ un 

Une suite u dite décroissante à partir du rang n0 si ∀ n ≥ n0, on a 

un+1 ≤ un 

Une suite u est dite strictement croissante à partir du rang n0 si ∀ n ≥ n0, 

on a 

un+1 > un 

Une suite u est dite strictement décroissante à partir du rang n0 si ∀ n ≥ n0, 

on a 

un+1 < un 

 
 

DDEEFFIINNIITTIIOONN  

Toute suite croissante ou décroissante est dite monotone. 

Toute suite strictement croissante ou strictement décroissante est dite 

strictement monotone. 

 
Remarques : 
Ÿ  Quand 𝑛0 = 0, on ne dira pas que la suite est par exemple croissante à partir de 0, on dira tout 
simplement qu’elle est croissante. 
Ÿ  Etudier la monotonie d’une suite c’est chercher à savoir si elle est croissante ou décroissante. 
Ÿ  Pour étudier la monotonie de la suite, l’outil de base est de chercher le signe de la différence 
𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 . 

Ÿ Dans le cas particulier des suites à termes positifs, on peut comparer le rapport 
𝑢𝑛+1

𝑢𝑛
 et 1. 

1.7) %ÔÕÄÅ ÄÅ ÌÁ ÍÏÎÏÔÏÎÉÅ ÄȭÕÎÅ ÓÕÉÔÅ ÅØÐÌÉÃÉÔÅ 
 
Les variations de la fonction permettent souvent de conclure. 
Considérons par exemple la suite 𝑢 définie pour tout entier 𝑛 par : 

𝑢𝑛 = 𝑛 +
1

𝑛 + 1
 

Cette suite est de la forme 𝑢𝑛 = 𝑓(𝑛) avec 

𝑓 𝑥 = 𝑥 +
1

𝑥 + 1
 

 
Comme l’on travaille sur les nombres entiers, il suffit d’étudier la fonction pour 𝑥 ≥ 0. 
Cette fonction est dérivable comme somme de fonctions dérivables. On a 

𝑓 ′ 𝑥 = 1 −
1

 𝑥 + 1 2
=
 𝑥 + 1 2 − 1

 𝑥 + 1 2
=
𝑥 𝑥 + 2 

 𝑥 + 1 2
 

Cette quantité est toujours positive pour 𝑥 positif. 
La fonction 𝑓 est donc croissante sur [0, +∞[. 
Soit 𝑛 un entier quelconque. On a évidemment  

𝑛 < 𝑛 + 1 
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Donc 
𝑓 𝑛 ≤ 𝑓 𝑛 + 1  

Donc  
𝑢𝑛 ≤ 𝑢𝑛+1 

La suite 𝑢 est croissante. 
 
Donnons un autre exemple. 
On considère la suite 𝑣 définie par 

𝑣𝑛 =  2𝑛3 − 15𝑛2 − 84𝑛 + 11 
On a 𝑣𝑛 = 𝑓 𝑛  avec  

𝑓 𝑥 =  2𝑥3 − 15𝑥2 − 84𝑥 + 11 
La fonction 𝑓 est dérivable et l’on a : 

𝑓 ′ 𝑥 = 6𝑥2 − 30𝑥 − 84 = 6 𝑥2 − 5𝑥 − 14  
Les racines de ce trinôme sont : 

𝑥 = 7  et   𝑥 = −2 
Cette quantité est donc négative sur  −2,7  et positive sur [7, +∞[. 
La fonction est décroissante sur [0,7] puisque l’on ne s’intéresse qu’aux valeurs positives. 
Elle est croissante sur [7, +∞[. 
La suite sera décroissante pour 0 ≤ 𝑛 ≤ 7 et croissante pour 𝑛 ≥ 7. 
 

 
 

1.8) Etude de la monotonie des suites récurrentes 
 
On considère une suite récurrente définie par la donnée du terme initial 𝑢0  et la relation de 
récurrence 𝑢𝑛+1 = 𝑓 𝑢𝑛 . 

1.8.1) Cas où la fonction 𝒇 est croissante 
 
On se place ici dans le cas où pour tout entier 𝑛, 𝑢𝑛  appartient à un intervalle 𝐼 sur lequel la fonction 𝑓 
est croissante. 
Examinons la position relative de 𝑢0  et de 𝑢1. 
Trois cas se présentent : soit 𝑢0 < 𝑢1, soit 𝑢0 > 𝑢1 , soit 𝑢0 = 𝑢1 . 
Si 𝑢0 < 𝑢1 , on prend comme hypothèse à démontrer que ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 ≤ 𝑢𝑛+1 
Cette propriété est initialisée par construction. 
Montrons qu’elle est héréditaire. 
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Autrement dit ∀𝑛 ∈ ℕ, montrons que si 𝑢𝑛 ≤ 𝑢𝑛+1 alors 𝑢𝑛+1 ≤ 𝑢𝑛+2. 
Puisque la fonction 𝑓 est croissante sur 𝐼 et que 𝑢𝑛 ∈ 𝐼 et 𝑢𝑛+1 ∈ 𝐼 , on a 

𝑢𝑛 ≤ 𝑢𝑛+1 ⇒ 𝑓 𝑢𝑛 ≤ 𝑓 𝑢𝑛+1 ⇒ 𝑢𝑛+1 ≤ 𝑢𝑛+2 
Il y a donc hérédité et donc  

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 ≤ 𝑢𝑛+1 
La suite (𝑢𝑛) est donc croissante. 
 
De la même façon, si 𝑢0 > 𝑢1 , on prendra comme hypothèse de récurrence : 

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 ≥ 𝑢𝑛+1 
La propriété est à nouveau initialisée. 
Elle est héréditaire par conservation de l’ordre. Elle est donc démontrée. 
Ce qui prouve que la suite est décroissante. 
 
Si 𝑢0 = 𝑢1, on prend comme hypothèse de récurrence : 

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 = 𝑢0 
L’initialisation est faite par construction. 
Si 𝑢𝑛 = 𝑢0  alors 𝑓 𝑢𝑛 = 𝑓 𝑢0  donc 𝑢𝑛+1 = 𝑢1 = 𝑢0 . 
Il y a hérédité et la suite est constante. 
Remarquons que la démonstration n’utilise pas ici la croissance de la fonction 𝑓. 
On en déduit que quelle que soit cette fonction, si 𝑢1 = 𝑢0  alors la suite est constante. 
 
En considérant une suite constante comme une suite croissante au sens large, on peut donner le 
théorème  
 

TTHHEEOORREEMMEE  

On considère une suite récurrente u définie par la donnée du terme initial u0 

et la relation de récurrence un+1 = f(un). 

On suppose qu’il existe un intervalle I tel que pour tout entier n, un  

appartienne à I et que la fonction f soit croissante sur cet intervalle. 

Alors la suite u est monotone . 

Si u0 < u1 , la suite est croissante. 

Si u0 > u1, la suite est décroissante. 

Si u0 = u1, la suite est constante 

 

Exemple 1 

 
𝑢0 = 0

𝑢𝑛+1 =  𝑢𝑛 + 2
  

On a 𝑢𝑛+1 = 𝑓(𝑢𝑛) avec 

𝑓 𝑥 =  𝑥 + 2 
Cette fonction est dérivable sur ] − 2 + ∞[ et l’on a : 

𝑓 ′ 𝑥 =
1

 𝑥 + 2
> 0 

La fonction 𝑓 est donc croissante. 
Nous savons donc que la suite 𝑢 est monotone. 
 
On a 𝑢0 = 0 
On a  

𝑢1 =  𝑢0 + 2 =  2 ≥ 0 
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Donc 
𝑢1 ≥ 𝑢0 

La suite est donc croissante. 

Exemple 2 
On reprend l’exemple de la leçon précédente. 
 

 

𝑢0 = 2

∀𝑛 ≥ 0, 𝑢𝑛+1 =
2𝑢𝑛
𝑢𝑛 + 1

  

Etudier la monotonie de cette suite. 
On a 𝑢𝑛+1 = 𝑓 𝑢𝑛  avec 

𝑓 𝑥 =
2𝑥

𝑥 + 1
 

 
Montrons d’abord que cette suite est positive. On a évidemment 𝑢0 ≥ 0. 
∀𝑛 ≥ 0, montrons que si 𝑢𝑛 ≥ 0 alors 𝑢𝑛+1 ≥ 0. 
Résultat évident puisque 𝑢𝑛+1 apparaît comme le quotient de deux nombres positifs. 
On étudie la fonction sur [0, +∞[ 
 
La fonction 𝑓 est dérivable et l’on a : 

𝑓 ′ 𝑥 =
2

 𝑥 + 1 2
> 0 

La fonction 𝑓 est strictement croissante, la suite (𝑢𝑛) est strictement monotone. 
On a  

𝑢0 = 2 

𝑢1 = 𝑓 2 =
4

3
< 2 

Donc  
𝑢1 < 𝑢0 

La suite (𝑢𝑛) est strictement décroissante. 

Exemple 3 
Reprenons l’exemple précédent avec 𝑢0 ∈  0,1 . 
Par le même raisonnement que précédemment, on trouve encore que la suite est positive. 
La fonction est strictement croissante sur [0, +∞[. Donc encore une fois la suite est strictement 
monotone. 
Est-elle croissante ou décroissante ? 
IL faut comparer 𝑢0  et 𝑢1. 
On a 

𝑢1 = 𝑓 𝑢0 =
2𝑢0

𝑢0 + 1
 

On étudie le signe de 𝑢1 − 𝑢0 . 
On a 

𝑢1 − 𝑢0 =
2𝑢0

𝑢0 + 1
− 𝑢0 =

𝑢0 1 − 𝑢0 

𝑢0 + 1
 

Cette quantité est positive dès que 0 ≤ 𝑢0 ≤ 1. 
Donc dans notre situation, on a 

𝑢1 − 𝑢0 ≥ 0 
Et donc 

𝑢1 ≥ 𝑢0 
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La suite est donc strictement croissante. 
 

1.8.2) Le cas des fonctions décroissantes 
 
Quand la fonction n’est pas croissante, la récurrence ne fonctionne pas aussi bien. 
Prenons l’exemple d’une fonction décroissante. 
Si l’on a prouvé que la suite (𝑢𝑛) est entièrement contenue dans un intervalle 𝐼, et que la fonction 𝑓 est 
décroissante sur cet intervalle, alors la suite ne peut être ni croissante, ni décroissante. En effet si pour 
un certain 𝑛, on a  

𝑢𝑛 ≤ 𝑢𝑛+1 
On aura 

𝑓 𝑢𝑛 ≥ 𝑓 𝑢𝑛+1  
Donc 

𝑢𝑛+1 ≥ 𝑢𝑛+2 
 
𝑢𝑛+1 est donc à la fois supérieur à 𝑢𝑛  et à 𝑢𝑛+2. 
 
Dans certains cas particuliers, on peut tout de même avancer un peu plus. 
Examinons le cas particulier suivant : soit la suite 𝑢 définie par  

 

𝑢0 = 3

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛+1 =
𝑢𝑛 + 2

𝑢𝑛 + 1

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Graphiquement, il semble que l’on puisse faire l’hypothèse que ∀𝑛 ∈ ℕ, 1 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 3. 
On a 𝑢𝑛+1 = 𝑓(𝑢𝑛) avec 

𝑓 𝑥 =
𝑥 + 2

𝑥 + 1
 

Pour démontrer cette première propriété, étudions les variations de la fonction 𝑓 sur l’intervalle 
𝐼 =  1; 3 . 
On a  

𝑓 ′ 𝑥 = −
1

 𝑥 + 1 2
< 0 

O i

j

u0
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La fonction est donc définie et décroissante sur l’intervalle  1,3 . 
Montrons maintenant la propriété  𝑃𝑛 ∶  ∀𝑛 ∈ ℕ, 1 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 3.  
Comme 𝑢0 = 3, la propriété  𝑃0  est vérifiée. 
∀𝑛 ≥ 0, montrons que si 1 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 3 alors 1 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 3. 
On a par décroissance de 𝑓 ∶ 

𝑓 1 ≥ 𝑓 𝑢𝑛 ≥ 𝑓(3) 
On en tire : 

3

2
≥ 𝑢𝑛+1 ≥

5

4
 

Or
5

4
≥ 1  et

3

2
≤ 3.On peut donc écrire ∶ 

1 ≤
5

4
≤ 𝑢𝑛+1 ≤

3

2
≤ 3 

Ce qui prouve l’hérédité et achève la récurrence. 
On a donc 

∀𝑛 ∈ ℕ, 1 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 3 
 
Nous aurions pu démontrer ce résultat autrement. 
Dressons le tableau de variations de la fonction 𝑓 sur l’intervalle [1 ; 3]. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

On a 𝑓 𝐼 =  
5

4
 ,

3

2
 , donc 𝑓 𝐼 ⊂ 𝐼 ou autrement dit ∀𝑥 ∈ 𝐼, 𝑓 𝑥 ∈ 𝐼. 

Cette remarque permet de simplifier l’hérédité. 
L’hypothèse de récurrence se traduit par 𝑢𝑛 ∈ 𝐼. 
Or si 𝑢𝑛 ∈ 𝐼, alors 𝑓 𝑢𝑛 ∈ 𝐼 et donc 𝑢𝑛+1 ∈ 𝐼. 
 
Mais cette propriété a une autre très grande utilité que nous allons découvrir (ce qui explique qu’elle 
est souvent demandée dans les problèmes de concours). 
Si 𝑓 𝑥 ∈ 𝐼, on peut calculer 𝑓 𝑓 𝑥  . 

On sait que  
𝑓 𝑓 𝑥  = 𝑓 ∘ 𝑓 𝑥  

Il s’agit de la composée de deux fonctions (ici d’une fonction par elle-même). 
Posons  

𝑔 = 𝑓 ∘ 𝑓. 
La fonction 𝑔 est croissante comme composée de deux fonctions décroissantes. 
On peut retrouver facilement ce résultat. 
Si 𝑎 ∈ 𝐼 et 𝑏 ∈ 𝐼,  avec 𝑎 ≤ 𝑏, on aura par décroissance de 𝑓 ∶ 

𝑓 𝑎 ≥ 𝑓 𝑏  
Donc en composant une fois encore par la fonction décroissante 𝑓: 

𝑓 𝑓 𝑎  ≤ 𝑓 𝑓 𝑏   

𝑥 1                                                       3                                                                                              

𝑓′(𝑥)                               −                                                               

𝑓′(𝑥) 

 
 
 

 3/2 
 
 
 
                                                       5/4 
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On en déduit que : 
𝑔 𝑎 ≤ 𝑔 𝑏  

La fonction 𝑔 est bien croissante. 
 
Considérons maintenant les deux suites 𝑣 et 𝑤 suivantes : 

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑣𝑛 = 𝑢2𝑛  
∀𝑛 ∈ ℕ,𝑤𝑛 = 𝑢2𝑛+1 

On a  
𝑣0 = 𝑢0, 𝑣1 = 𝑢2, 𝑣2 = 𝑢4 , … 
𝑤0 = 𝑢1, 𝑤1 = 𝑢3, 𝑤2 = 𝑢5 … 

On a 
𝑣𝑛+1 = 𝑢2 𝑛+1 = 𝑢2𝑛+2 = 𝑓 𝑢2𝑛+1  

Or 
𝑢2𝑛+1 = 𝑓 𝑢2𝑛  

Donc 
𝑣𝑛+1 = 𝑓 𝑓 𝑢2𝑛  = 𝑓 ∘ 𝑓 𝑢2𝑛 = 𝑔 𝑢2𝑛 = 𝑔(𝑣𝑛) 

La suite 𝑣 est donc une suite récurrente engendrée par une fonction croissante (𝑔) ∶ elle est donc 
monotone. 
On a 

𝑣0 = 3 
Or nous savons que ∀𝑛, 1 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 3 et que 𝑣1 = 𝑢2 . 
On a donc 

1 ≤ 𝑢2 ≤ 3 
Et donc 

𝑣1 ≤ 3 
Donc 

𝑣1 ≤ 𝑣0 
La suite 𝑣 est décroissante. 
 
Examinons de la même façon la suite 𝑤. 
On a 

𝑤𝑛+1 = 𝑢2 𝑛+1 +1 = 𝑢2𝑛+3 = 𝑓 𝑢2𝑛+2 = 𝑓 𝑓 𝑢2𝑛+1  = 𝑓 ∘ 𝑓 𝑢2𝑛+1 = 𝑔 𝑢2𝑛+1 = 𝑔 𝑤𝑛  

La suite 𝑤 est une suite récurrente engendrée par une fonction croissante (toujours 𝑔) 
On a 

𝑤1 = 𝑢1 = 𝑓 𝑢0 = 𝑓 3 =
5

4
 

Calculons 𝑤2. 
On a 

𝑤2 = 𝑓 𝑓 𝑤1  = 𝑓  𝑓  
5

4
   

On a 

𝑓  
5

4
 =

13

9
 

Et 

𝑓  
13

9
 =

31

22
 

Donc 

𝑤2 =
31

22
 

On a 
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𝑤1 − 𝑤0 =
31

22
−

5

4
=

7

44
> 0 

Donc  
𝑤1 > 𝑤0 

La suite 𝑤 est croissante. 
 
Nous verrons comment on peut utiliser ces résultats dans l’étude de la convergence des suites. 

ρȢψȢσɊ $ȭÁÕÔÒÅÓ ÃÁÓ 
 
On considère la suite récurrente définie par  

 

𝑢0 = 3

𝑢𝑛+1 =
1

2
 𝑢𝑛 +

5

𝑢𝑛
 
  

Comme d’habitude on considère la fonction 𝑓 telle que 𝑢𝑛+1 = 𝑓 𝑢𝑛 . On a 

𝑓 𝑥 =
1

2
 𝑥 +

5

𝑥
  

Commençons par démontrer par récurrence que cette suite est strictement positive. 
La propriété est initialisée. 
Elle est héréditaire puisque si 𝑢𝑛  est un nombre positif, alors 𝑢𝑛+1 est aussi un nombre positif comme 
somme de nombres positifs. 
On étudie donc la fonction 𝑓 pour 𝑥 positif. 
Cette fonction est dérivable. On a : 

𝑓 ′ 𝑥 =
1

2

𝑥2 − 5

𝑥2
=

1

2

 𝑥 −  5  𝑥 +  5 

𝑥2
 

 

Cette quantité est du signe de  𝑥 −  5  puisque 𝑥 positif. 

La fonction 𝑓 est donc décroissante sur ]0,  5] et croissante sur [ 5, +∞[. 
 
Sans renseignement supplémentaire nous ne sommes dans aucun des deux cas précédents. 
Pour étudier la monotonie éventuelle de la suite  𝑢𝑛 , on est donc amené à chercher le signe de la 
quantité 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 , c’est-à-dire 𝑓 𝑢𝑛 − 𝑢𝑛 . 
Pour réaliser cette étude, on passe par la fonction 𝑔 définie par 𝑔 𝑥 = 𝑓 𝑥 − 𝑥. 
On a 

𝑔 𝑥 = 𝑓 𝑥 − 𝑥 =
1

2
 𝑥 +

5

𝑥
 − 𝑥 = −

𝑥2 − 5

2 𝑥
= −

 𝑥 −  5  𝑥 +  5 

2𝑥
 

Pour 𝑥 positif, le signe de la fonction 𝑔 est celui de –  𝑥 −  5 . 

Le nombre  5 joue donc un rôle particulier. 

On a 𝑢0 = 3 >  5. On a 

𝑢1 =
1

2
 3 +

5

3
 =

7

3
 

On a 

 
7

3
 

2

=
49

9
 

  5 
2

= 5 =
45

9
 

Donc 
7

3
>  5 

Montrons par récurrence que ∀𝑛, 𝑢𝑛 ≥  5. 
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Par « construction », la propriété est initialisée. 

Si 𝑢𝑛 ≥  5, la fonction 𝑓 étant croissante sur [ 5, +∞[, on aura  

𝑓 𝑢𝑛 ≥ 𝑓  5  

Donc 

𝑢𝑛+1 ≥  5 
On en déduit que  

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 ≥  5 

Comme sur [ 5, +∞[, la fonction 𝑓 est croissante, on en déduit que la suite (𝑢𝑛) est monotone. 

Pour 𝑥 ≥  5, on a 𝑔 𝑥 ≤ 0, donc 𝑓 𝑥 ≤ 𝑥. 
On en déduit que  

𝑓 𝑢𝑛 ≤ 𝑢𝑛  
Donc 

𝑢𝑛+1 ≤ 𝑢𝑛  
La suite est donc décroissante. 
 

II Convergence des suites 

ςȢρɊ  ,ÉÍÉÔÅ ÄȭÕÎÅ ÓÕÉÔÅ 
 
Intuitivement, la notion de limite correspond à l’idée que tous les termes de la suite s’approchent 
aussi près que l’on veut de la limite quand 𝑛 devient de plus en plus grand. 
Cette phrase est trop vague. 
Il faut préciser cette notion. 
Supposons que ℓ soit la limite d’une suite 𝑢. Plaçons-nous à une distance ε de ℓ, c’est-à-dire sur l’une 
des deux valeurs 𝑥1 = ℓ − 𝜀 et 𝑥2 = ℓ + 𝜀. 
 
 
 
 
On écrit que  

𝑑 𝑥1, ℓ = 𝜀 
De même  

𝑑 𝑥2, ℓ = 𝜀 
On écrit aussi (ce qui signifie la même chose : 

 ℓ − 𝑥1 =  ℓ − 𝑥2 = 𝜀. 
Tout élément de l’intervalle  ℓ − 𝜀, ℓ + 𝜀  est plus prés de ℓ que 𝑥1 et 𝑥2. 
On écrira que 

∀𝑥 ∈  ℓ − 𝜀, ℓ + 𝜀 , 𝑑 ℓ, 𝑥 ≤ 𝜀 
Ou encore  

 ℓ − 𝑥 ≤ 𝜀 
Dire que ℓ est la limite de la suite c’est dire que pour tout ε choisi, on pourra toujours trouver un 
entier 𝑛𝜀  à partir duquel tous les termes de la suite sont dans l’intervalle  ℓ − 𝜀, ℓ + 𝜀 . 
C’est-à-dire, 

∀𝑛 ≥ 𝑛𝜀 , ℓ − 𝜀 ≤ 𝑢𝑛 ≤ ℓ − 𝜀 
Même quand ε devient très proche de 0, il existe une infinité de termes de la  suite une distance 
inférieure à ε de ℓ. 
 

ℓ − 𝜀 ℓ 
 

ℓ + 𝜀 
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Donnons donc la définition suivante 
 

DDEEFFIINNIITTIIOONN  

On considère une suite u. On dit que la suite u admet le nombre ℓ comme 

limite si quel que soit le nombre réel ε, il existe un nombre entier nε  tel que 

pour tout entier n supérieur ou égal à nε, on ait : 

ℓ - ε ≤ un ≤ ℓ + ε 

 

DDEEFFIINNIITTIIOONN  

Si une suite admet une limite finie ℓ, on dit qu’elle converge (ou qu’elle est 

convergente), dans tous les autres cas, on dit qu’elle diverge (ou qu’elle est 

divergente). 

 

Une remarque importante 
On démontre et nous admettrons le résultat suivant : 

Si une suite admet une limite, cette limite est unique. 

 
La démonstration part du fait que s’il y en avait deux elles seraient nécessairement aussi près que l’on 
veut l’une de l’autre. 

2.2) Théorèmes de convergence monotone 
 

TTHHEEOORREEMMEE  
Toute suite croissante et majorée est convergente. 

Toute suite décroissante et minorée est convergente. 

 

Démonstration 
Nous ne ferons la démonstration que dans le premier cas ; elle se transpose aisément au second. 
 
On considère une suite croissante et majorée.  
Comme cette suite est majorée, nous avons vu qu’elle admet une borne supérieure 𝐵 qui est le plus 
petit des majorants. 
Nous avons dit que cela signifiait que quel que soit le nombre réel ε strictement positif choisi, 𝐵 − 𝜀 
n’est pas un majorant. Il y a donc au moins un nombre entier 𝑛𝜀  tel que 𝑢𝑛𝜀 > 𝐵 − 𝜀. 

Pour tout nombre entier 𝑛 ≥ 𝑛𝜀 , on sait que 𝑢𝑛 ≥ 𝑢𝑛𝜀puisque la suite 𝑢 est croissante. 

On a donc  
𝑢𝑛 > 𝐵 − 𝜀 

Mais 𝐵 est un majorant de la suite 𝑢. On a donc 
∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 ≤ 𝐵 

Résumons : pour n’importe quel nombre réel strictement positif ε, on peut trouver un entier 𝑛𝜀  (qui 
bien évidemment dépend a priori de ε) tel que 

∀𝑛 ≥ 𝑛𝜀 , 𝐵 − 𝜀 < 𝑢𝑛 ≤ 𝐵 
Comme 𝐵 + 𝜀 > 𝐵, on peut écrire cet encadrement sous la forme : 

∀𝑛 > 𝑛𝜀 , 𝐵 − 𝜀 < 𝑢𝑛 < 𝐵 + 𝜀 
Et en passant aux inégalités larges, 

∀𝑛 > 𝑛𝜀 , 𝐵 − 𝜀 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 𝐵 + 𝜀 
C’est exactement la définition de la limite. 
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En conclusion, on peut dire que la suite 𝑢 converge et que sa limite est la borne supérieure 𝐵. 
 
On a la même démonstration pour une suite décroissante minorée. 
 

Une remarque importante 
Si une suite positive est décroissante, elle est convergente. 

De même, si une suite négative est croissante, elle est convergente. 

 
En effet toute suite positive est minorée par 0 donc, si elle est décroissante, elle est décroissante et 
minorée donc convergente. 
De même pour les suites négatives croissantes. 
 

Une autre remarque 
Toute suite monotone bornée est convergente. 

 
En effet si une suite est monotone, elle est soit croissante, soit décroissante.  
Si elle est bornée, elle est à la fois minorée et majorée. 
Dès lors la suite sera soit croissante et majorée, soit décroissante et minorée. 

2.3) Suites majorées convergentes, suites minorées 
convergentes 
 
Considérons une suite majorée. Et supposons que cette suite soit convergente. 
Soit ℓ sa limite. 
Soit 𝑀 un majorant quelconque de cette suite. 
Nous allons montrer qu’alors nécessairement on a ℓ ≤ 𝑀. 
Pour cela nous allons supposer le contraire, à savoir ℓ > 𝑀. 
Faisons un premier dessin 
 
 
 
 
 
La « zone » où se trouve la suite peut varier, éventuellement s’étendre vers la gauche, mais elle se 
trouve nécessairement avant 𝑀 puisque 𝑀 est un majorant.  
Plaçons-nous au milieu du segment [M,ℓ ]. Appelons 𝑥1 cette valeur et 𝑥2 la valeur symétrique de 𝑥1 
par rapport à ℓ : 
 
 
 
 
 
Appelons 𝜀 la distance de 𝑥1 à ℓ, qui est égale à celle de 𝑥2 à ℓ. 
Les nombres réels 𝑥 tels que  

ℓ − 𝜀 ≤ 𝑥 ≤ ℓ + 𝜀 
sont les éléments du segment  𝑥1, 𝑥2 . 

𝑀 ℓ  « zone » où se 
trouve la suite 

𝑀 ℓ  𝑥1 𝑥2 

𝜀 𝜀 

𝑀 ℓ  𝑥1 𝑥2 

𝜀 𝜀 
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Or aucun élément de la suite ne fait partie de cet intervalle. 
Nous avons trouvé un nombre réel strictement positif ε pour lequel aucun élément de la suite ne soit 
compris entre ℓ − 𝜀 et ℓ + 𝜀. 
Ce qui est contradictoire avec le fait que ℓ soit la limite de la suite. 
Il n’est donc pas possible que l’on ait ℓ > 𝑀. 
On en déduit le théorème suivant : 
 

TTHHEEOORREEMMEE  
Soit u une suite majorée et convergente. Soit ℓ sa limite et M un majorant 

de la suite. Alors ℓ ≤ M. 

 
On aura bien évidemment un théorème identique avec une suite minorée et convergente. 
 

TTHHEEOORREEMMEE  
Soit u une suite minorée et convergente. Soit ℓ sa limite et m un minorant 

de la suite. Alors ℓ ≥ m. 

 
En globalisant on peut dire que : 

Si une suite convergente est bornée par deux nombres m et M alors sa limite ℓ est dans 

l’intervalle [m,M]. 

Une conséquence très utile 
 

TTHHEEOORREEMMEE  Soit u une suite positive convergente. Alors sa limite ℓ est positive. 

 
C’est une conséquence simple du deuxième théorème, puisque une suite positive est minorée par 0. 
 
On en déduit aussi un résultat très important. 
 

TTHHEEOORREEMMEE  

Soit u une suite convergente dont la limite ℓ est strictement positive, alors il 

existe un entier n0 tel que pour tout entier n supérieur ou égal à n0, on 

aura :  un ≥ 0. 

 
En effet si un tel entier n’existait pas, cela signifierait que la suite est toujours négative. Elle serait 
donc majorée par 0. Sa limite ℓ serait donc inférieure ou égale à 0, ce qui est contraire à l’hypothèse. 

2.4) Suite croissante non majorée 
 
On considère une suite 𝑢 croissante et non majorée. 
Dire que la suite est non majorée, c’est dire qu’elle n’admet pas de majorant.  
Autrement dit, quel que soit le nombre réel strictement positif 𝐴, il existera un entier 𝑛𝐴  (il dépend 
certainement de 𝐴), tel que 𝑢𝑛𝐴 > 𝐴. 

Comme la suite 𝑢 est croissante, ∀𝑛 ≥ 𝑛𝐴 , 𝑢𝑛 ≥ 𝑢𝑛𝐴  donc 𝑢𝑛 > 𝐴. 

Autrement dit quel que soit le nombre réel 𝐴 strictement positif, il existe une infinité de termes de la 
suite qui dépassent 𝐴. 
On traduit cette propriété par : 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = +∞ 
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ςȢυɊ 3ÕÉÔÅ ÄÉÖÅÒÇÅÎÔÅ ÖÅÒÓ ÌȭÉÎÆÉÎÉ 
 
Généralisons la démarche que nous venons de rencontrer pour les suites croissantes non majorées. 
 

DDEEFFIINNIITTIIOONN  

On dit qu’une suite u admet pour limite +∞ et l’on écrit : 

lim
n→+∞

un =+∞ 

Pour signifier la propriété suivante : 

∀A>0, il existe un entier nA tel que ∀n ≥ nA,  on a 
un > A 

 
On dit alors que la suite 𝑢 est divergente. 
On a une définition équivalente en −∞. 
 

DDEEFFIINNIITTIIOONN  

On dit qu’une suite u admet pour limite -∞ et l’on écrit : 

lim
n→+∞

un =-∞ 

Pour signifier la propriété suivante : 

∀A>0, il existe un entier nA tel que ∀n ≥ nA,  on a 
un < - A 

2.6) Suites sans limite 
 
Dans les parties précédentes, nous avons évoqué le cas des suites admettant une limite ℓ et donc 
convergentes, et celui des suites admettant une limite infinie et donc divergentes. 
Mais il existe aussi des suites n’admettant pas de limite (en fait bien souvent elles admettent « trop de 
limites »). 
Considérons par exemple la suite 𝑢 définie par 𝑢𝑛 =  −1 𝑛  
On a pour tout 𝑛 ∈ ℕ 

 −1 2𝑛 = 1 
 −1 2𝑛+1 = −1 

Les deux « limites » possibles seraient donc soit 1 soit −1.  
Or aucune de ces deux valeurs ne peut être limite de la suite. 
Visualisons cela sur un dessin : 
 
 
 
 
Pour une valeur ε « suffisamment petite », dans l’intervalle  −1 − 𝜀,−1 + 𝜀  se trouve une infinité de 
valeurs de la suite : toutes celles de rang impair, mais aucune valeur de rang pair. Il n’existe donc pas 
un nombre entier 𝑛𝜀  tel que pour toute valeur de 𝑛 supérieure à 𝑛𝜀 , le terme 𝑢𝑛  soit dans l’intervalle 
[−1 − 𝜀,−1 + 𝜀]. Donc −1 ne peut pas être limite de la suite. 
On ferait le même raisonnement avec 1. 
 
Si l’on considère les suites 𝑣 et 𝑤 déjà rencontrées définies par : 

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑣𝑛 = 𝑢2𝑛     et    𝑤𝑛 = 𝑢2𝑛+1 
Ces deux suites sont constantes et donc évidemment convergentes, la première vers 1 et la seconde 
vers −1. 
 

−1 − 𝜀 
 

−1 -1+ε  1 
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Remarque 

Une suite constante à partir d’un certain rang est convergente et sa limite est égale à sa 

valeur. 

En effet si pour 𝑛 ≥ 𝑝, 𝑢𝑛 = 𝑎, alors pour tout nombre réel ε >0, pour 𝑛 ≥ 𝑝, on a 
𝑎 − 𝜀 ≤ 𝑢𝑛

 =𝑎 
 ≤ 𝑎 + 𝜀  

2.7) Sous-suites  
 

Une sous- suite  (ou une suite extraite ) est une suite obtenue en ne prenant que certains 

éléments (une infinité) d’une suite de départ. 

 
Si 𝑢 est une suite, la suite 𝑣 définie par ∀𝑛, 𝑣𝑛 = 𝑢𝑛+1 est une sous-suite de la suite 𝑢 (elle est 
composée de tous les termes de la suite 𝑢 sauf le premier terme. 
De même la suite 𝑤 définie par 𝑤𝑛 = 𝑢3𝑛+1. 
On démontre et nous admettrons le théorème suivant : 
 

TTHHEEOORREEMMEE  
Soit u une suite convergente de limite ℓ et v une sous-suite de u, alors la 

suite v converge et a pour limite ℓ. 

 
Comme nous l’avons vu pour la suite définie par 𝑢𝑛 =  −1 𝑛 , la divergence de la suite n’implique 
absolument pas celle des sous-suites. 
De la même façon, ce même exemple montre que certaines sous-suites peuvent être convergentes 
sans que la suite le soit. 
 
On a par contre un théorème très important que nous admettrons sans démonstration. 
 

TTHHEEOORREEMMEE  

Soit u une suite. Soient v et w les sous-suites de u formées respectivement 

des termes de rang pair et des termes de rang impair de u, autrement dit 

pour tout entier n : vn = u2n  et  wn = u2n+1. 

Si les suites v et w convergent vers la même limite ℓ, alors la suite u 

converge et sa limite est ℓ. 

 
Bien évidemment l’une des sous-suites 𝑣 et 𝑤 diverge ou si elles ne convergent pas vers la même 
limite, alors la suite 𝑢 diverge. 

2.8) Le cas particulier des suites fonctionnelles explicites 
 
On considère une suite 𝑢 définie à partir d’un entier 𝑝 par 𝑢𝑛 = 𝑓 𝑛  où 𝑓 est une fonction numérique 
à variable réelle  définie sur [𝑝, +∞[. 
On a les résultats suivants : 
 

TTHHEEOORREEMMEE  
Si lim

𝑥→+∞
𝑓 𝑥 = ℓ  alors la suite u converge et lim

𝑛→+∞
𝑢𝑛 = ℓ 

Si lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = ±∞  alors la suite u diverge vers ± ∞ 
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Exemple : 

𝑢𝑛 =
2𝑛 + 3

𝑛 + 5
 

On a 

𝑓 𝑥 =
2𝑥 + 3

𝑥 + 4
 

On a donc 
lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = 2 

La suite 𝑢 converge et l’on a : 
lim

𝑛→+∞
𝑢𝑛 = 2 

Autre exemple 

𝑢𝑛 =
𝑛2 + 1

𝑛
  pour  𝑛 ≥ 1 

On a 

𝑓 𝑥 =
𝑥2 + 1

𝑥
  pour 𝑥 ≥ 1 

On a 
lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = + ∞ 

La suite 𝑢 diverge et l’on a 
lim

𝑛→+∞
𝑢𝑛 = +∞ 

Remarques : 
Ÿ La réciproque est fausse : il est possible que la suite converge alors que la fonction n’a pas de limite 
comme dans le cas de certaines suites trigonométriques. 
Ÿ Dans le cas des suites explicites non fonctionnelles, nous n’avons pas de théorème équivalent. 
Par exemple considérons la suite 𝑢 définie par  

𝑢𝑛 =
10𝑛

𝑛!
 

La fonction factorielle 𝑥!  n’existant pas (du moins pour nous), la suite (𝑢𝑛) est une suite explicite non 
fonctionnelle. 
Nous remarquons facilement qu’elle est positive puisque ∀𝑛 ∈ ℕ, 10𝑛 > 0  et  𝑛! > 0. 
On a 

𝑢𝑛+1

𝑢𝑛
=

10𝑛+1

 𝑛 + 1 !
10𝑛

𝑛!

=
10𝑛+1

 𝑛 + 1 !
×

𝑛!

10𝑛
=

10

𝑛 + 1
 

Cette quantité est strictement inférieure à 1 pour 𝑛 + 1 > 10 donc pour 𝑛 > 9. 
Cette suite est décroissante à partir de 𝑛 = 9. 
C’est donc une suite décroissante et minorée, elle est donc convergente.  

2.9) Le cas des suites fonctionnelles récurrentes 

2.9.1) 3ÕÉÔÅ ÉÍÁÇÅ ÄȭÕÎÅ ÓÕÉÔÅ ÐÁÒ ÕÎÅ ÆÏÎÃÔÉÏÎ ÃÏÎÔÉÎÕÅ 
 
On considère une suite 𝑢 dont tous les termes appartiennent à un intervalle 𝐼 et 𝑓 une fonction 
continue sur 𝐼.  
On peut alors définir une suite 𝑣, image de la suite 𝑢 par la fonction 𝑓, de la façon suivante : 

∀𝑛, 𝑣𝑛 = 𝑓(𝑢𝑛) 
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On démontre et nous admettrons alors le théorème suivant. 
 

TTHHEEOORREEMMEE  

Si la suite u converge vers ℓ et si la suite v est définie pour tout n par        

vn = f(un) où f est une fonction continue sur l’intervalle I qui contient tous les 

termes de la suite u, alors la suite v est convergente et sa limite est égale à 

f(ℓ). 

2.9.2) Une application importante 
 
On considère une suite récurrente 𝑢 définie par la donnée de 𝑢0  et la relation de récurrence 
𝑢𝑛+1 = 𝑓(𝑢𝑛) où 𝑓 est une fonction continue. 
On suppose que la suite 𝑢 converge vers ℓ. 
On pose 𝑣𝑛 = 𝑢𝑛+1. 
On a donc 𝑣𝑛 = 𝑓 𝑢𝑛 . La suite 𝑣 converge donc vers 𝑓 ℓ . 
Mais sous la forme 𝑣𝑛 = 𝑢𝑛+1, la suite 𝑣 apparaît comme une sous-suite de la suite 𝑢. 
Comme la suite 𝑢 converge, la suite 𝑣 converge vers la même limite que la suite 𝑢 donc vers ℓ. 
On a donc à la fois : 

lim
𝑛→+∞

𝑣𝑛 = 𝑓 ℓ  et  lim
𝑛→+∞

𝑣𝑛 = ℓ 

Comme la limite est unique, on aura : 
𝑓 ℓ = ℓ 

On en déduit le très important théorème suivant : 
 

TTHHEEOORREEMMEE  

Soit u une suite récurrente définie par la donnée de son terme initial u0 et 

par la relation de récurrence : un+1 = f(un) où f est une fonction continue. 

Si la suite u est convergente, sa limite est solution de l’équation f(x)=x 

 
Une conséquence très importante est que : 
 

Si l’équation f(x)=x n’a pas de solution, la suite est nécessairement divergente. 

Mais attention : 

Si l’équation f(x)=x a des solutions, cela ne permet pas de dire que la suite est convergente, 

mais simplement que si elle est convergente, sa limite est l’une des solutions. 

2.9.3) Le cas particulier de la valeur absolue 
 
La fonction valeur absolue étant continue sur ℝ, on a par application du théorème vu au 2.9.1) : 
 

TTHHEEOORREEMMEE  Si la suite u converge vers ℓ, la suite v=|u| converge vers |ℓ |. 

 
Bien évidemment la réciproque est en général fausse : ce n’est pas parce qu’une suite  𝑢  converge que 
la suite 𝑢 converge comme la montre l’exemple de la suite 𝑢 définie par 𝑢𝑛 =  −1 𝑛 . 
On a 

𝑣𝑛 =  𝑢𝑛  =   −1 𝑛  = 1 
La suite 𝑣 est constante donc convergente. On a vu que la suite 𝑢 n’était pas convergente. 
 
Il y a pourtant un cas particulier très important : 
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TTHHEEOORREEMMEE  
Soit une suite u telle que la suite v = |u| converge vers 0, alors la suite u est 

convergente et sa limite est égale à 0. 

 
La démonstration de ce théorème vient des propriétés des valeurs absolues et en particulier de la 
propriété suivante : soit 𝑎 > 0, on a : 

 𝑥 ≤ 𝑎 ⇔ −𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎 
Dire que |𝑢| converge vers 0, c’est dire que pour tout réel ε >0, on peut trouver un entier 𝑛𝜀  tel que 
pour tout entier 𝑛 supérieur ou égal à 𝑛𝜀, on a  

−𝜀 ≤  𝑢𝑛  ≤ 𝜀 
Or une valeur absolue est toujours positive, donc cet encadrement se ramène à 

 𝑢𝑛  ≤ 𝜀 (l'autre partie étant toujours vérifiée) 
Et donc 

−𝜀 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 𝜀 
Ce qui montre que la suite 𝑢 converge vers 0 
 

2.9.4) Application  : suites arithmétiques 
 
On considère une suite arithmétique de raison 𝑟. On sait que l’on a 

𝑢𝑛+1 = 𝑓 𝑢𝑛     avec 𝑓 𝑥 = 𝑥 + 𝑟 
L’équation 𝑓 𝑥 = 𝑥 conduit à 

𝑥 + 𝑟 = 𝑥 
Donc 𝑟 = 0. 
Si 𝑟 = 0, la suite est évidemment convergente car elle est constante. 
Si 𝑟 ≠ 0, cette équation n’a pas de solution et donc la suite est divergente. 
La forme explicite 𝑢𝑛 = 𝑢0 + 𝑛𝑟 montre d’ailleurs que sa limite est infinie. 

2.9.5) Suites géométriques  
 
On considère une suite géométrique 𝑢  de raison 𝑞. 
On sait que cela signifie que l’on a 

𝑢𝑛+1 = 𝑓 𝑢𝑛   avec  𝑓 𝑥 = 𝑞𝑥 
On a 

𝑓 𝑥 = 𝑥 ⇔ 𝑞𝑥 = 𝑥 ⇔  𝑞 − 1 𝑥 = 0 
Si 𝑞 = 1, cette équation est toujours vérifiée, la suite est constante et donc convergente. 
Si 𝑞 ≠ 1, cette équation a comme unique solution 𝑥 = 0, donc : 

Si une suite géométrique non constante converge, sa limite est égale à 0. 

 
Il reste à rechercher les suites géométriques qui convergent. 
Remarquons d’abord que si 𝑢 est une suite géométrique de terme initial 𝑢0 = 𝑎 et de raison 𝑞, on a : 

𝑢𝑛 = 𝑎𝑞𝑛  
Donc 

 𝑢𝑛  =  𝑎  𝑞 𝑛  
La suite 𝑣 définie par 𝑣𝑛 = |𝑢𝑛 | est donc une suite géométrique de terme initial 𝑣0 = |𝑎| positif et de 
raison |𝑞| également positive. 
On se place dans le cas où ni 𝑎, ni 𝑞 ne sont égaux à 0. On a : 

𝑣𝑛+1

𝑣𝑛
=  𝑞  

On en déduit que si  𝑞 < 1, cette suite est décroissante. 
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Comme il s’agit d’une suite positive, elle est minorée et donc convergente : sa limite est donc égale à 0. 
Or d’après ce que nous avons vu, si |𝑢| a pour limite 0, alors 𝑢 a pour limite 0. 
En englobant la cas où 𝑞 = 0, qui donne une suite constante égale à 0, on peut énoncer le théorème 
suivant : 

TTHHEEOORREEMMEE  
Toute suite géométrique de raison strictement comprise entre -1 et 1 est 

convergente et de limite égale à 0. 

 
Si 𝒒 = 𝟏, nous avons vu que la suite est constante. 
 
Si 𝒒 > 1, utilisons la forme explicite. On a 𝑢𝑛 = 𝑢0𝑞

𝑛  
On a donc 

𝑢𝑛 = 𝑔 𝑛  avec 𝑔 𝑥 = 𝑢0𝑞
𝑥  

Etudions la limite en +∞ de 𝑞𝑥 . 
On a 

𝑞𝑥 = 𝑒𝑥 ln 𝑞  
Comme 𝑞 > 1, on a ln 𝑞 > 0, donc 

lim
𝑥→+∞

𝑥 ln 𝑞 = + ∞ 

Donc  
lim
𝑥→+∞

𝑞𝑥 = +∞ 

Donc 
lim
𝑥→+∞

𝑔 𝑥 = ± ∞ 

La suite 𝑢 est donc divergente de limite infinie. 
 
Quand 𝒒 = −𝟏, on a 𝑢𝑛 = 𝑢0 −1 𝑛 . Nous savons que cette suite n’a pas de limite puisque : 

𝑢2𝑛 = 𝑢0 
𝑢2𝑛+1 = −𝑢0  

 
Enfin quand 𝑞 < −1, on a  

𝑢2𝑛 = 𝑢0𝑞
2𝑛 = 𝑢0 𝑞

2 𝑛  
On obtient une suite géométrique de raison 𝑞2 > 1, donc divergente vers l’infini d’après ce que l’on a 
vu plus haut. 
La suite 𝑢 ne peut donc être convergente (elle serait « divergente » pour au moins la « moitié » de ses 
termes) : elle est donc divergente. 
 

III  Opérations sur les limites 

3.1) Opérations sur les suites 
 

DDEEFFIINNIITTIIOONN  

Soient u et v deux suites définies à partir d’un même entier p. On dit que la 

suite w est la somme des suites u et v et l’on note w = u + v si : 

∀ n ≥ p , wn = un + vn. 

 
On définit de la même façon la différence de deux suites, le produit de deux suites, le quotient de deux 
suites à condition que celle placée au dénominateur ne s’annule pas… 
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Remarque : 
A tout nombre réel 𝑎, on peut associer la suite constante 𝑢 définie par ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 = 𝑎. 
Dès lors ajouter un nombre à une suite peut être considéré comme la somme de cette suite et d’une 
suite constante : 

𝑤𝑛 = 𝑣𝑛 + 𝑎 = 𝑣𝑛 + 𝑢𝑛  
De même le produit d’une suite par un nombre peut être considéré comme le produit de deux suites 
dont l’une est constante. 

σȢςɊ ,ÉÍÉÔÅ ÄȭÕÎÅ ÓÏÍÍÅ 
 
On considère les suites 𝑢 et 𝑣 et leur somme 𝑤 = 𝑢 + 𝑣. 
Montrons que si 𝑢 et 𝑣 convergent respectivement vers ℓ et ℓ’ alors la suite 𝑤 converge vers ℓ+ℓ’. 
Il faut donc montrer le résultat suivant : 
Si l’on prend un nombre ε > 0 quelconque, on pourra toujours trouver un entier 𝑛𝜀  tel que si 𝑛 ≥ 𝑛𝜀 , 
on aura ℓ + ℓ′ − 𝜀 ≤ 𝑤𝑛 ≤ ℓ + ℓ′ + 𝜀 
Or nous savons que les deux suites 𝑢 et 𝑣 sont convergentes respectivement vers ℓ et vers ℓ’. 
Ce qui signifie par exemple pour 𝑢 que si l’on prend un nombre 𝜀 ′ > 0 quelconque, on pourra toujours 
trouver un entier 𝑛𝜀 ′  possédant la propriété suivante : 
Pour tout entier 𝑛 ≥ 𝑛𝜀 ′ , on a ℓ − 𝜀 ′ ≤ 𝑢𝑛 ≤ ℓ + 𝜀 ′ . 
Ne prenons pas 𝜀′ quelconque, mais exactement égal à ε /2 où ε est le nombre choisi pour montrer que 
la suite 𝑤 est convergente. 
Donc pour cet ε particulier, on peut écrire qu’il existe un entier que nous noterons simplement 𝑛1 tel 
que si 𝑛 ≥ 𝑛1 alors  

ℓ −
𝜀

2
≤ 𝑢𝑛 ≤ ℓ +

𝜀

2
 

Pour cette même valeur on exprime que la suite 𝑣 converge vers ℓ’. 
Ce qui justifie l’existence d’un entier 𝑛2  tel que si 𝑛 ≥ 𝑛2, on aura : 

ℓ′ −
𝜀

2
≤ 𝑣𝑛 ≤ ℓ′ +

𝜀

2
 

Considérons le plus grand des deux nombres entiers 𝑛1 et 𝑛2  et appelons 𝑁 ce nombre. 
Si 𝑛 ≥ 𝑁, il est à la fois supérieur à 𝑛1 et à 𝑛2 , donc les deux encadrements sont vérifiés. 
On a donc à la fois : 

ℓ −
𝜀

2
≤ 𝑢𝑛 ≤ ℓ +

𝜀

2
 

ℓ′ −
𝜀

2
≤ 𝑣𝑛 ≤ ℓ′ +

𝜀

2
 

 
En additionnant membre à membre ces encadrements, on aura : 

ℓ −
𝜀

2
+ ℓ′ −

𝜀

2
≤ 𝑢𝑛 + 𝑣𝑛 ≤ ℓ +

𝜀

2
+ ℓ′ +

𝜀

2
 

Et donc 
ℓ + ℓ′ + 𝜀 ≤ 𝑤𝑛 ≤ ℓ + ℓ′ + 𝜀 

Il suffit donc de prendre 𝑛𝜀 = 𝑁 pour pouvoir conclure. 
Ce qui prouve le théorème. 
 

TTHHEEOORREEMMEE  

Soient u et v deux suites convergentes respectivement vers ℓ et vers ℓ’. Soit 

w la suite somme de u et v. Alors la suite w est convergente et sa limite est 

égale à ℓ + ℓ’. 

 
On démontre en utilisant les autres définitions vues sur les limites les théorèmes suivants : 
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TTHHEEOORREEMMEE  

Soient u et v deux suites et w la suite somme. 

Si la suite u est convergente et la suite v est divergente vers l’infini, alors la 

suite w est divergente vers l’infini. 

Si les suites u et v sont divergentes vers +∞, alors la suite w est divergente 

vers +∞. 

Si les suites u et v sont divergentes vers -∞, alors la suite w est divergente 

vers -∞. 

Si la suite u est divergente vers +∞ et si la suite v est divergente vers -∞, 

alors on ne peut pas se prononcer sur la convergence de la suite w. 

 
Nous remarquerons que dans ces théorèmes, rien n’est dit si l’une des deux suites (ou les deux) n’ont 
pas de limite. 

3.3) Limites et opérations 
 
Les résultats obtenus sur la somme se démontreraient de même façon pour les autres opérations. 
Les théorèmes sur les limites sont donc les mêmes que pour les fonctions avec les formes 
indéterminées classiques. 
Voir le formulaire de terminale. 

3.4) Suites adjacentes 
 

DDEEFFIINNIITTIIOONN  

Soient u et v deux suites. On dit que ces deux suites sont adjacentes si elles 

remplissent les trois conditions suivantes. 

¶ La suite u est croissante 

¶ La suite v est décroissante 

¶ La suite v-u est convergente et de limite 0.  

 

TTHHEEOORREEMMEE  
Soient u et v deux suites adjacentes avec u croissante et v décroissante. Les 

suites u et v sont convergentes et ont même limite. 

 
Démonstration 
Nous allons d’abord démontrer que la suite 𝑢 est majorée et que la suite 𝑣 est minorée. 
Pour simplifier, on supposera les deux suites définies sur ℕ, donc à partir du terme de rang 0. 
Montrons que ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 ≤ 𝑣0 . 
Pour cela nous supposerons que cette propriété n’est pas vérifiée. 
Cela signifie qu’il existe un nombre entier 𝑛1 tel que 𝑢𝑛1

> 𝑣0. 

La suite 𝑢 étant croissante, ∀𝑛 ≥ 𝑛1, 𝑢𝑛 ≥ 𝑢𝑛1
 et donc ∀𝑛 ≥ 𝑛1, 𝑢𝑛 > 𝑣0. 

Faisons un dessin pour comprendre la situation : 
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Or on veut que  

lim
𝑛→+∞

(𝑢𝑛 − 𝑣𝑛) = 0 

Ce qui voudrait dire que pour tout nombre réel strictement positif ε que l’on choisit, on pourra trouver 
un nombre 𝑛𝜀  tel que si 𝑛 ≥ 𝑛𝜀 , on aura 0 − 𝜀 ≤ 𝑢𝑛 − 𝑣𝑛 ≤ 0 + 𝜀 
Prenons pour 𝜀 la quantité 𝑢𝑛1

− 𝑣0. 

Pour tout 𝑛 ≥ 𝑛1, on aura 𝑢𝑛 ≥ 𝑢𝑛1
 et 𝑣𝑛 ≤ 𝑣0  donc – 𝑣𝑛 ≥ −𝑣0 ,  donc 

𝑢𝑛 − 𝑣𝑛 ≥ 𝑢𝑛1
− 𝑣0 ≥ 𝜀 

Pour cette valeur de ε, ∀𝑛 ≥ 𝑛1, on aura 𝑢𝑛 − 𝑣𝑛 ≥ 𝜀 ce qui contredit le fait que la limite de la suite 
𝑢 − 𝑣  soit égale à 0. 
En supposant qu’il existe un nombre 𝑛1 tel que 𝑢𝑛1

> 𝑣0 , on aboutit à une contradiction. 

On peut donc en conclure que  
∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 ≤ 𝑣0  

On démontrerait de même que  
∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑣𝑛 ≥ 𝑢0  

La suite 𝑢 est croissante et majorée : elle est donc convergente. Soit ℓ sa limite. 
De même la suite 𝑣 est décroissante et minorée : elle est convergente. Soit ℓ’ sa limite. 
On sait alors que 

lim
𝑛→+∞

 𝑢𝑛 − 𝑣𝑛 =ℓ − ℓ′  

Or 
lim

𝑛→+∞
 𝑢𝑛 − 𝑣𝑛 = 0 

Donc 
ℓ − ℓ′ = 0 

Donc 
ℓ = ℓ′ 

 
Nous donnerons un exemple de ce type de suites un peu plus loin. 
 

IV  Limites et inégalités 

4.1) Comparaison des limites 
 
On considère deux suites convergentes 𝑢 et 𝑣 telles que  

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = ℓ 

lim
𝑛→+∞

𝑣𝑛 = ℓ′ 

On suppose qu’il existe un entier 𝑝 tel que ∀𝑛 ≥ 𝑝, 𝑢𝑛 ≤ 𝑣𝑛  
 

𝑣0  𝑢𝑛1
 Zone où se 

trouve la suite 𝑣 

Zone où se trouve 
la suite 𝑢 après 𝑛1  
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Considérons alors la suite 𝑤 définie par : ∀𝑛 ∈ ℕ,𝑤𝑛 = 𝑣𝑛 − 𝑢𝑛 . 
Comme il s’agit de la différence de deux suites convergentes, elle est convergente et l’on a : 

lim
𝑛→+∞

𝑤𝑛 = ℓ′ − ℓ 

Pour 𝑛 ≥ 𝑝, cette suite est positive. Donc sa limite est positive et donc 
ℓ′ − ℓ ≥ 0 

Donc 
ℓ ≤ ℓ′ 

D’où le théorème : 
 

TTHHEEOORREEMMEE  

Soient u et v deux suites convergentes de limites respectives ℓ et ℓ’. On 

suppose qu’il existe un entier p tel que ∀ n ≥ p, un ≤ vn. 

Alors ℓ ≤ ℓ’. 

4.2) Utilisation de suites divergentes 
 
On considère deux suites 𝑢 et 𝑣. On suppose qu’il existe un entier 𝑝 tel que ∀𝑛 ≥ 𝑝, 𝑢𝑛 ≤ 𝑣𝑛 . 
On suppose en outre que la suite 𝑢 diverge vers +∞. 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = +∞ 

Cela signifie que quelque soit le nombre réel 𝐴 strictement positif que l’on choisit, il existe un entier 𝑛𝐴  
tel que pour tout entier 𝑛 ≥ 𝑛𝐴 , on aura 𝑢𝑛 > 𝐴. 
Si l’on prend le plus grand des deux nombres entre 𝑝 et 𝑛𝐴 , pour 𝑛 supérieur à ce nombre, on aura à la 
fois, 𝑢𝑛 ≤ 𝑣𝑛  et 𝐴 < 𝑢𝑛 . Donc on aura 𝐴 < 𝑣𝑛 . 
Ce qui prouve que pour n’importe quel nombre réel 𝐴 strictement positif, on peut bien trouver un 
entier à partir duquel la suite 𝑣 dépasse 𝐴. 
On en déduit que la suite 𝑣 diverge vers +∞. 
On a donc le théorème : 
 

TTHHEEOORREEMMEE  

Soient u et v deux suites. On suppose qu’il existe un entier p tel que pour 

tout entier n supérieur ou égal à p, on ait : un ≤ vn. 

Si la suite u diverge vers +∞, alors la suite v diverge vers +∞. 

 
Par une même démonstration, on aura le résultat suivant : 
 

TTHHEEOORREEMMEE  

Soient u et v deux suites. On suppose qu’il existe un entier p tel que pour 

tout entier n supérieur ou égal à p, on ait : un ≤ vn. 

Si la suite v diverge vers -∞, alors la suite u diverge vers -∞. 

τȢσɊ ,Å ÔÈïÏÒîÍÅ ÄȭÅÎÃÁÄÒÅÍÅÎÔ  
  
Ce théorème est aussi connu sous le nom de « théorème des gendarmes ». 
 
On considère trois suites 𝑢, 𝑣, 𝑤 telle qu’à partir d’un certain entier 𝑝, on ait : 

𝑢𝑛 ≤ 𝑣𝑛 ≤ 𝑤𝑛  
On suppose en outre que les suites 𝑢 et 𝑤 convergent vers la même limite ℓ. 
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Nous allons démontrer que dans ces conditions, la suite 𝑣 converge également vers ℓ. 
Dire que 𝑢 converge vers ℓ, c’est dire que si l’on choisit un nombre ε strictement positif quelconque, 
on pourra toujours trouver un entier 𝑛1 tel que pour 𝑛 ≥ 𝑛1, on aura  

ℓ − 𝜀 ≤ 𝑢𝑛 ≤ ℓ + 𝜀 
De même, dire que 𝑤 converge vers ℓ, c’est dire que pour ce même nombre ε, on pourra toujours 
trouver un entier 𝑛2  tel que pour 𝑛 ≥ 𝑛2 , on aura  

ℓ − 𝜀 ≤ 𝑤𝑛 ≤ ℓ + 𝜀 
Appelons 𝑁 le plus grands des trois nombres entiers : 𝑛1, 𝑛2  et 𝑝. 
Si l’on prend 𝑛 ≥ 𝑁, on aura 𝑛 ≥ 𝑛1, 𝑛 ≥ 𝑛2  et 𝑛 ≥ 𝑝. Donc les trois encadrements sont vérifiées à 
savoir 

𝑢𝑛 ≤ 𝑣𝑛 ≤ 𝑤𝑛  
ℓ − 𝜀 ≤ 𝑢𝑛 ≤ ℓ + 𝜀 
ℓ − 𝜀 ≤ 𝑤𝑛 ≤ ℓ + 𝜀 

Donc pour 𝑛 ≥ 𝑁, on a 
ℓ − 𝜀 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 𝑣𝑛 ≤ 𝑤𝑛 ≤ ℓ + 𝜀 

On en ne gardant que 𝑣𝑛 : 
ℓ − 𝜀 ≤ 𝑣𝑛 ≤ ℓ + 𝜀 

Ce qui prouve que pour tout nombre ε strictement positif choisi, il existe un nombre entier à partir 
duquel la suite 𝑣 est entièrement contenue dans l’intervalle  ℓ − 𝜀, ℓ + 𝜀 . 
Ce qui signifie bien que la suite 𝑣 converge vers ℓ. 
On a donc le théorème  suivant : 
 

TTHHEEOORREEMMEE  

Soient u, v, w trois suites. On suppose qu’il existe un entier p tel que ∀ n ≥ p, 

on a un ≤ vn ≤ wn . 

Si les suites u et w convergent vers ℓ, alors la suite v converge et sa limite 

est égale à ℓ. 

  
Remarque : 
Si les suites 𝑢 et 𝑣 ne convergent pas vers la même limite, on ne peut absolument rien conclure sur la 
convergence éventuelle de la suite 𝑣. 

Une application importante 
 

TTHHEEOORREEMMEE  

Soient u et v deux suites positives. On suppose qu’il existe un entier p tel que 

pour n ≥ p, on a un ≤ vn. 

Si la suite v converge vers 0, alors la suite u converge également vers 0. 

 
Puisque les suites sont positives, on a pour 𝑛 ≥ 𝑝 

0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 𝑣𝑛  
Le nombre 0 peut s’écrire sous la forme d’une suite 𝑧 définie par : ∀𝑛, 𝑧𝑛 = 0 
On aura donc 

𝑧𝑛 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 𝑣𝑛  
On a évidemment 

lim
𝑛→+∞

𝑧𝑛 = 0 

Et par hypothèse : 
lim

𝑛→+∞
𝑣𝑛 = 0 

Donc d’après le théorème d’encadrement, la suite 𝑢 converge et l’on a : 
lim

𝑛→+∞
𝑢𝑛 = 0 
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4.4) Limites et valeur absolue 
  
On considère deux suites 𝑢 et 𝑣 et un nombre réel α remplissant les conditions suivantes : 
Ÿ il existe un entier 𝑝 tel que pour 𝑛 ≥ 𝑝, on a  

 𝑢𝑛 − 𝛼 ≤ 𝑣𝑛  
Ÿ la suite 𝑣 est convergente de limite égale à 0. 
 
La suite 𝑣 est donc positive pour 𝑛 ≥ 𝑝. 
Posons 𝑤𝑛 = 𝑢𝑛 − 𝛼 et 𝑡𝑛 =  𝑤𝑛  = |𝑢𝑛 − 𝛼| 
On a donc  

∀𝑛 ≥ 𝑝, 0 ≤ 𝑡𝑛 ≤ 𝑣𝑛  
D’après le théorème précédent, on a 

lim
𝑛→+∞

𝑡𝑛 = 0 

D’après le 2.9.3, on en déduit que 
lim

𝑛→+∞
𝑤𝑛 = 0 

En considérant le nombre α comme la suite constante de valeur α, on en déduit que 
lim

𝑛→+∞
𝑤𝑛 + 𝛼 = 𝛼 

Donc 
lim

𝑛→+∞
𝑢𝑛 = 𝛼 

Puisque 𝑢𝑛 = 𝑤𝑛 + 𝛼. 
D’où le théorème : 
 

TTHHEEOORREEMMEE  

Soient u et v deux suites et α un nombre réel. On suppose qu’il existe un 

nombre entier p tel que ∀ n ≥ p, on ait : |un - α | ≤ vn. 

Si la suite v est convergente de limite nulle, alors la suite u est convergente 

et sa limite est égale à α. 

4.5) Un exemple récapitulatif : étude de suites 
imbriquées 
 
 Soit 0 < b < a. On considère les suites imbriquées définies par : 

𝑢0  =  𝑎  et  𝑣0  =  𝑏 

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛+1  =
 𝑢𝑛 + 𝑣𝑛

2
   et  𝑣𝑛+1 =

2𝑢𝑛𝑣𝑛
𝑢𝑛 + 𝑣𝑛

 

. 
1. Démontrer par récurrence que ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑣𝑛  <  𝑢𝑛 . 
2. Démontrer que 𝑣 est croissante et que 𝑢 est décroissante. 
3. (a)  Vérifier que 

∀𝑛 ∈ ℕ, 0 < 𝑢𝑛+1 − 𝑣𝑛+1 <
1

2
(𝑣𝑛 − 𝑢𝑛) 

(b) En déduire que les suites 𝑢 et 𝑣 sont adjacentes. 
4. Déterminez la limite commune des suites 𝑢 et 𝑣. 


