Etude des suites
numeriques

24 octobre 2008




[) Propriétes generales

1.1) Suites majorées

On dit qu'une suite u est majorée s'il existe un nombre réel M tel que quelque

DEFINITION soit lentier n, u,< M.

M est appelé majorant de la suite u.

Remarque :
Si un nombre réel M est un majorant de la suite u, alors tout nombre réel M’ supérieur ou égal a M est
aussi un majorant de la suite.
En effet, on a
vneN,u, <M
OorM <M ', donc
vneN,u, <M’
Donc toute suite majorée admet une infinité de majorants.
On démontre et nous admettrons le théoreme suivant :

Soit u une suite majorée. Alors il existe un unique plus petit majorant appelé

THEOREME . :
borne supérieure de la suite.

Soit B la borne supérieure de la suite u.

B est un majorant de u, donc Vn € N,u,, < B.

Mais B est le plus petit des majorants, cela signifie que tout nombre inférieur strictementaBn’ est p
un majorant.

Si € est un nombre réel strictement positif, alors B — ¢ est strictement inférieura B.EtB—¢n’ e s t p
un majorant de la suite.
Ce qui signifie qu’ inltel@ue«u,stBe-c.au moins un entier

1.2) Suites minorées

On dit qu'une suite u est minorée s'il existe un nombre réel m tel que quelque

DEFINITION soit lentier n, u,> m
m est appelé minorant de la suite u.

Remarque :
Si un nombre réel m est un minorant de la suite u, alors tout nombre réel m’ inférieur ou égal a m est
aussi un minorant de la suite.
En effet, on a
vneNu, =2m
Orm = m, donc
vn € N,u, =m'
Donc toute suite minorée admet une infinité de minorants.
On démontre et nous admettrons le théoréme suivant :




Soit u une suite minorée. Alors il existe un unique plus grand minorant

THEOREME . . .
0 appelé borne inférieure de la suite.

Soit b la borne inférieure de la suite w.

b est un minorant de u, donc vn € N, u,, > b.

Mais b est le plus grand des minorants, cela signifie que tout nombre supérieur strictementabn’ e st
pas un minorant.

Si € est un nombre réel strictement positif, alors b + ¢ est strictement supérieur a b. Et b + e n
un minorant de la suite.

Ce qui signif i esumentierinltel u«u, s<tbecc.au moi n

est p

1.3) Suites bornées

On dit qu'une suite u est bornée si elle est a la fois minorée et majorée, c'est-
DEFINITION a-dire s'il existe un nombre réel m et un nombre réel M tel que quelque soit

Pentier n, m < u, <M

1.4) Le cas des suites explicites

Considérons une fonction f définie sur un intervalle I = [a, +oo[ avec a € R
Soit ng le premier entier supérieur ou égal a a.
Tout entier n > n, est supérieur a a. Donc f (n) existe.
Considérons la suite u définie pour n > nj par u,, = f(n).
S’il exi st e Muehqueawve efo,H®[, f(xg€M ( c '-dediresila fonction f est majorée),
alors en particulier
vn=>ny, f(n) <M

Ou encore

vn =ng,u, <M
La suite est donc majorée.
On démontrerait un résultat équivalent pour la minoration.

Soit f une fonction définie sur un intervalle [a,+=[. Soit no le premier entier

supérieur ou égal a a. On considere la suite u définie pour tout entier n
THEOREME  supérieur ou égal a no par u. = f(n).

Si la fonction f est majorée sur [a,+[ alors la suite u est majorée.

Si la fonction f est minorée sur [a,+=[ alors la suite u est minorée

Exemple :
On considere la fonction f définie sur E, +o0 [par

f&) =

Pour n > 2, on définit la suite u par u,, = f(n).

x+1
2x — 3

Etudions la fonction f sur[ 2, + oo .
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Ona

, 5
f (X) - = (Zx —_ 3)2
Cette quantité est strictement négative.
La fonction est strictement décroissante.
Ona
lim f(x) =5
Jm f00 =3
On a également
f(Z) =—=3
On en déduit que Vx € [2, +o],
1
E < f(x) <3
Donc pour toutn = 2, on aura
1
5 <f(n)<3
Et donc
1
5 <u,<3

1.5) Le cas des suites récurrentes

Dans | e cas d’une suite récurrente,

Les propriétés de la fonction permettent souvent de déterminer celles de la suite.

Considérons la suite définie par récurrence de la fagon suivante :
{UO =1
_Un
vn € N, Up41 =€ 2

En présence d’une suite récurrente,
Onau,,q = f(u,) avec

X
fe)=e2
Cette fonction est dérivablesur Re t [:" on a
. 1 _=x
f(x)= _Ee 2

Cette quantité est négative donc la fonction f est décroissante.
Montrons que Vvn € N,0 < u, < 1.

La propriété est initialisée puisque uy = 1.
Vn = 0, montrons quesi0 < u, < l,alors0 <u,,; <1.

Lafonctionfest décroi ssan0;g. sur | " interval
Ona:
0<u, <1=f(0)=f(u,) =f(1)
Ona
f(0)=11
fH=e2

Or une exponentielle est toujours positive.
On adonc

es

e

démonst

convi

[

ent



1
0<e 2<u,;; <1

Il y a donc hérédité et doncvn € N,0 < u,, < 1.
La suite u est bornée.

Un cas particulier intéressant est celui ou la fonction est bornée.
Considérons par exemple la suite u définie par uy € Retpar:
uz —1
uz +1
Cette suite est engendrée par la fonction f définie sur R par :

x?—1
f(x)=x2+1

vneNu,,4 =

L |\1\ =t /{"f’.l =T
OB 2 X
N Py

e B

1-2

Ona
, 4x
f (.X') - (xz + 1)2
Le signe de cette dérivée est celui de (4x).
Elle est donc négative sur | — oo, 0] et positive sur [0, +o[.
La fonction f est décroissante sur | — oo, 0] et croissante sur [0, +oo[.
Elle admet donc un minimum en 0. On a

f(0)=-1
On a d’ autre part
oxt-1 o ox2-1 o x?
R ST
Donc
VxeER -1<f(x)<1
Quelle que soit la valeur de 1, on aura donc
Donc
-1<uy; <1
vn € N, montrons quesi—1 <u, < lalors—1<u,,; <1.
D’ apres | e résul t af qudlequesatiavaenride u),enafrao nct i on
-1<f(u,) <1
Donc

—-1<u,4;1 <1
Il y a hérédité et donc
vn>1,-1<u,<1




1.6) Suites croissantes, suites décroissantes

Une suite u est dite croissante a partiv du rang no si V n 2 ne, on a
Unii 2 Un
Une suite u dite décroissante a partir du rang no si V. n 2 no, on a
Unsz £ Un
Une suite u est dite strictement croissante a partir du rang no Si ¥ n 2 no,
DEFINITION
on a
Unii 2 Un
Une suite u est dite strictement décroissante a partir du rang no si Vv n 2 no,
on a

Unrz < Un

Toute suite croissante ou décroissante est dite monotone.
DEFINITION Toute suite strictement croissante ou strictement décroissante est dite

strictement monotone.

Remarques :

Y Quand n, = 0, on ne dira pas que la suite est par exemple croissante a partir de 0, on dira tout
simplement qu’'elle est croissante.

Y Etudier | a monotonie d’ une suite c’est cherch
Y Pour ¢étudier | a monotonie de la suite, | » out

Up41 — Up.
Y Dans le cas particulier des suites a termes positifs, on peut comparer le rapport Z—“ et 1.
n

r Ve =n ~ "n A ws ~ ~ A

1.7) %O0AA AA T A T1TTTOITEA Ad6OIl

Les variations de la fonction permettent souvent de conclure.
Considérons par exemple la suite u définie pour tout entier n par :

u, =n+
n+1
Cette suite est de la forme u,, = f(n) avec

f(x)=x+ﬁ

Comme | " on travaille sur | es nombrexs0.entiers, i
Cette fonction est dérivable comme somme de fonctions dérivables. On a
, 1 (x+1)?2—-1 x(x+2)

f= 1_(x+1)2 T (x+ D2 (x+1)2
Cette quantité est toujours positive pour x positif.
La fonction f est donc croissante sur [0, +oo.
Soit n un entier quelconque. On a évidemment

n<n+1
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Donc
fM)<f(n+1)
Donc
Up < Upqq
La suite u est croissante.

Donnons un autre exemple.
On considere la suite v définie par
v, = 2n® —15n% — 84n + 11

Onav, = f(n) avec

f(x) = 2x3 — 15x% — 84x + 11
Lafonctionfest dérivable et | ’on a

f (x) = 6x* —30x — 84 = 6(x? — 5x — 14)
Les racines de ce trindme sont :
x=7¢et x=-2

Cette quantité est donc négative sur [—2,7] et positive sur [7, +oo].
La fonction est décroissante sur [0,7]pui sque | > on ne s
Elle est croissante sur [7, +oo].
La suite sera décroissante pour 0 < n < 7 et croissante pourn > 7.

intéresse qu
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1.8) Etude de la monotonie des suites récurrentes

On considere une suite récurrente définie par la donnée du terme initial u, et la relation de
récurrence u, 1 = f(u,).

1.8.1) Cas ou la fonction f est croissante

On se place ici dans le cas ou pour tout entier n, u,, appartient a un intervalle I sur lequel la fonction f
est croissante.

Examinons la position relative de u, et de u;.

Trois cas se présentent : soit uy < uy, soit uy > uy, soit ug = uy.

Siug < uq, on prend comme hypothése a démontrer que Vn € N, u,, < u,,41

Cette propriété est initialisée par construction.

Montrons qu’'elle est héréditaire.




Autrement dit Vn € N, montrons que si u,, < u, 1 alorsu, 1 < u,4».
Puisque la fonction f est croissante sur [ etque u, € [ etu,,; €1,0na

Uy < Up+1 = f(un) < f(un+1) = Up+1 < Up 42

Il y a donc hérédité et donc
vneNu, <u,4q
La suite (u, ) est donc croissante.

De la méme facgon, si uy > uq, on prendra comme hypothése de récurrence :

vn €N, u, > u,4q
La propriété est a nouveau initialisée.

El'l e est héréditaire par conservat

Ce qui prouve que la suite est décroissante.

Si ug = u4, on prend comme hypothése de récurrence :

vn € N,u, =u
L>initial i paaconstouctionest f ait e
Siu, =ugalors f(u,) = f(uy) donc u, 1 = u; = uy.
Il y a hérédité et la suite est constante.
Remarquons que | a démonstrat

o

n

On en déduit que quelle que soit cette fonction, si u; = u, alors la suite est constante.

de

n'futil i se

ordr

pas |

En considérant une suite constante comme une suite croissante au sens large, on peut donner le

On considere une suite récurvente u définie par la donnée du terme initial uo

On suppose qu'il existe un intervalle | tel que pour tout entier n, ua.

théoreme

et la relation de récurrence uns = flun).

appartienne a | et que la fonction f soit croissante sur cet intervalle.
THEOREME .

Alors la surte u est monotone .

Si uo € u1, la suite est croissante.

Si uo > us, la suite est décroissante.

Si Uo = us, la suite est constante
Exemple 1

{ Uy =0
Upyp = Uy T2

Onau,,q = f(u,) avec

fx) =vx+2
Cette fonction est dérivablesur] —2+o[et |:" on a
, 1
x) = >0
fO=5m

La fonction f est donc croissante.
Nous savons donc que la suite u est monotone.

Onauy=0
Ona

u1=,/u0+ =\/EZO
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Donc

Up = Uy
La suite est donc croissante.
Exemple 2
On reprend | " exemple de | a |l econ précédent e.

Uy =2
2u,
vn=0,u,q = o+l
Etudier la monotonie de cette suite.
Onau,.1 = f(u,) avec
2x
fe) = x+1

Montrons d'abord que cette suyx*@e est positive.

vn > 0, montrons que si u, > 0 alorsu, ¢ = 0.
Résultat évident puisque u, ;1 apparait comme le quotient de deux nombres positifs.
On étudie la fonction sur [0, +oo[

Lafonctionfest dérivable et |’ on a
: 2
xX)=——==>0
f) (x + 1)?
La fonction f est strictement croissante, la suite (u, ) est strictement monotone.
Ona

Uy = 2
4

u = f(Z) = § <2

Donc
u < Up

La suite (u, ) est strictement décroissante.
Exemple 3
Reprenons | ' exemmpleg,llpr écédent avec

Par le méme raisonnement que précédemment, on trouve encore que la suite est positive.

La fonction est strictement croissante sur [0,+o[. Donc encore une fois la suite est strictement
monotone.

Est-elle croissante ou décroissante ?

IL faut comparer u, et u;.

Ona
ZuO
U _f(uO)_uo+1

On étudie le signe de u; — uy.
Ona

2uy uo (1 —up)

ul_uo_u0+1_u0_ u0+1

Cette quantité est positive des que 0 < uy < 1.
Donc dans notre situation, on a

U — Uy =0

Et donc




La suite est donc strictement croissante.

1.8.2) Le cas des fonctions décroissantes

Quand |l a fonction n’est pas croissante, | a récu
Prenons | exemple d’ une fonction décroissante.
Si Il > on a pr @ estenti@graneent boatengeudnd ua intervalle I, et que la fonction f est

décroissante sur cet intervalle, alors la suite ne peut étre ni croissante, ni décroissante. En effet si pour
un certain n, on a

Up < Upqq
On aura

fun) = f (Uns1)

Donc
Unt1 = Upy2

U, +1 est donc a la fois supérieur a u,, et a u, ;.

Dans certains cas particuliers, on peut tout de méme avancer un peu plus.
Examinons le cas particulier suivant : soit la suite u définie par

Uy =3
vn & N Uyt 2
nESinn Cu, +1
0 i W0
Graphiquement , i sembl e quenelN1lc<n, pui sse faire
Onau,,q = f(u,) avec
()_x+2
flx Cx+1
Pour démontrer cette premiére propriété, étudions les variations de la fonction f s ur I 7 i nt e
I =11;3].
Ona
(x) = Lo
fo =G
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La fonction est donc défi flj3le et
Montrons maintenant la propriété (B,) : Vn € N,1 <u, < 3.

Comme u, = 3, la propriété (P,) est vérifiée.

Vn = 0, montrons quesil <u, <3alors1 <u,;; <3.

On a par décroissance de f :

fQ) = flu,) =2 f3)

5
4

On en tire:
3
E = Uptp =

5 3
OrZ >1 etz < 3.0n peut donc écrire :

5 3
1S1Sun+1 SES3

décroi

Ce qui prouve |laricarreéceli t € et acheve

On adonc
vneN,1<u, <3

Nous aurions pu démontrer ce résultat autrement.

Dressons le tableau de variations de la fonction fs u r Il i mBlervalle

X 1 3

£ -

3/2

(%) \

Onaf(l) = E ,%], donc f(I) c I ou autrementditVx € I, f(x) € I.
Cette remarque permet de si mpl

5/4

T
L’ hypothése de récweErLence se trad

Orsiu, € 1,alors f(u,) € I etdoncu, 1 € I.

Maiscettepr opri ét é a une autre tres
est souvent demandée dans les problemes de concours).

Si f(x) € I, on peut calculer f(f(x)).

On sait que

f(fG) =fofx

Il I s
Posons

g=feof.

La fonction g est croissante comme composée de deux fonctions décroissantes.

On peut retrouver facilement ce résultat.
Sia€leth €l, aveca < b, on aura par décroissance de f :

f(a) = f(b)

Donc en composant une fois encore par la fonction décroissante f:

f(f@) < f(f (b))

ssant e

[ 1

agit de |l a composd@ée usdhe dedneltfi omcpiaonel ( e
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On en déduit que :

g(a) < g(b)
La fonction g est bien croissante.

Considérons maintenant les deux suites v et w suivantes :
vneN, v, =uy,
vn € N, W, = Uypn4+1

Ona

Vg = Uy, V1 = U, Vp = Uy, ...

Wo = U, W1 = U3, Wy = Ug ...
Ona

Un+1 = Ug(n+1) = Ugp+2 = f(uzn41)
Or
Upps1 = f(Uzn)

Donc

Un+1 = f(f(uZn)) = f of(uZn) = g(uZn) = g(vn)
La suite v est donc une suite récurrente engendrée par une fonction croissante (g) : elle est donc
monotone.

Ona

Vo = 3
Or nous savons que Vn,1 < u, < 3etque v; = uy.
On a donc

1< Uy <3

Et donc

v < 3
Donc

V1 <V

La suite v est décroissante.

Examinons de la méme facon la suite w.
Ona
Whni1 = U(+1)+1 = Ugn+3 = fUzni2) = f(f(u2n+1)) = f o f(uzns1) = g(Uzn41) = gwy,)
La suite w est une suite récurrente engendrée par une fonction croissante (toujours g)
Ona

5
Wy =1 =f(uo)=f(3)=z
Calculons wy.
Ona
5
wy = f(Fw) = f (f (Z)>
Ona
5 13
3=
Et
13 31
(5) =%
Donc
31
Wy ﬁ
Ona




31 5 7

wi—wy=—==—>0
70702 47 44
Donc
W1>WO
La suite w est croissante.
Nous verrons comment on peut wutiliser ces résul

p8yws8aocg $86A000A0 AAO

On consideére la suite récurrente définie par
Uy = 3

1 5
s =5 (1 + )

n

Comme d’' habitude onftdloqusuj d=2f(ig).0na f oncti on
1 5
F@ =3 (x+3)

Commencons par démontrer par récurrence que cette suite est strictement positive.

La propriété est initialisée.

Elle est héréditaire puisque si u,, est un nombre positif, alors u, ,; est aussi un nombre positif comme
somme de nombres positifs.

On étudie donc la fonction f pour x positif.

Cette fonction est dérivable. On a:
) = 1x2 -5 1(x—+5)(x+5)
fo0= 2 x2 2 x2

Cette quantité est du signe de (x - \/E) puisque x positif.
La fonction f est donc décroissante sur ]0,v/5] et croissante sur [v/5, +o].

Sans renseignement supplémentaire nous ne sommes dans aucun des deux cas précédents.

Pour étudier la monotonie éventuelle de la suite (u,), on est donc amené a chercher le signe de la
quantité u,,; —u,,c ' a-dite f(u,) — u,.

Pour réaliser cette étude, on passe par la fonction g définie par g(x) = f(x) — x.

Ona
1 5 x*—5 (x —v5)(x +V5)

Pour x positif, le signe de la fonction g est celui de - (x - \/E)

Le nombre /5 joue donc un réle particulier.
Onauy,=3>+5.0na

1(3+5>_7
=7\°"3)73
Ona
(7)2_49
3) 945
2
(V5) =5=—
Donc
7>\/§
3

Montrons par récurrence que Vn,u, = /5.




Par « construction », la propriété est initialisée.
Siu, > /5, 1a fonction f étant croissante sur [v'5, +oo[, on aura
f () = £(V5)
Donc
Unt1 = \/g
On en déduit que
vneN,u, = V5
Comme sur [v/5, +oo[, la fonction f est croissante, on en déduit que la suite (u,) est monotone.
Pour x > +/5,0na g(x) < 0, donc f(x) < x.
On en déduit que
Donc
Un+1 < Uy
La suite est donc décroissante.

[ Convergence des suites

¢8p( _ EiI EOA A6OT A OOEOA

l ntuitivement, |l a noti on cdaus lds termiestde la suicersr e potrodc h
aussi pres que |’ o mndevientd¢ pluslea plisgrand.i mi t e quand

Cette phrase est trop vague.

Il faut préciser cette notion.

Supposons que ¢ souflaghng&n d u ani & eu rdeé udiies-tsduinrtee < u rd €
des deux valeursx; =¥ —¢cetx, =¥ + ¢.

{—¢ £ ?+e
On écrit que
d(x,f) =¢
De méme
d(x,,f) =¢
On écrit aussi (ce qui signifie la méme chose :
| —x1| =€ — x| =&

Tout él ément [feel+]laantt eplviad | pretxss. de € que
On écrira que
Vx € [£—¢,f+¢], d(f,x) <¢

Ou encore

£ —x| <e
Dire que ¢ est la Iimite de | anpdurrh towgours troavertun d i r
entiern,a partir duquel tous |l es teffmed+ede | a suite
C’ easlite,

vnzn,f{—e<u,<f—¢
Mé me gquand € devient tres proche de 0, i e xi
inférieure a € de ¢t.
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Donnons donc la définition suivante

On considere une suite u. On dit que la suite u admet le nombre £ comme

limite si quel que soit le nombre réel ¢, il existe un nombre entier n. tel que

DEFINITION : - s s :
pour tout entier n supérieur ou égal a ne, on ait :

L -ccusl+ ¢

Si une suite admet une limite finie £, on dit qu'elle converge (ou qu’elle est
DEFINITION convergente), dans tous les autres cas, on dit qu'elle diverge (ou qu'elle est

divergente).

Une remarque im portante

On démontre et nous admettrons le résultat suivant :
Si une suite admet une limite, cette limite est unique.

La démonstration partdufaitque s’ i | y en avait deux elles ser
veut | "une de | autre.

2.2) Théoremes de convergence monotone

Toute suite croissante et majorée est convergente.

THEOREME . P —
Toute suite décroissante et minorée est convergente.

Démonstration
Nous ne ferons la démonstration que dans le premier cas ; elle se transpose aisément au second.

On considere une suite croissante et majorée.

Comme cette suite est majorée, nous B yudestde plusu q
petit des majorants.

Nous avons dit que <cela signifiait que qukde qu
n'"est pas un majorant . 1 %, teBquedp B —&au moi ns un
Pour tout nombre entier n = n,, on sait que u,, = u,_puisque la suite u est croissante.

On a donc
u, >B—¢
Mais B est un majorant de la suite u. On a donc
vneN,u, <B
Résumons : pour n’ i mporte quel nombre r éel Stnf(qui t en
bien évidemment dépend a priori de €) tel que
vnz=zn,B—¢<u, <B
Comme B + € > B, on peut écrire cet encadrement sous la forme :
vn>n,B—¢<u,<B+¢

Et en passant aux inégalités larges,
vn>n,B—¢<u,<B+e¢
C’ est exact gomdemtimitt.a déf i ni
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En conclusion, on peut dire que la suite u converge et que sa limite est la borne supérieure B.

On a la méme démonstration pour une suite décroissante minorée.

Une remarque importante

Si une suite positive est décroissante, elle est convergente.

De méme, si une suite négative est croissante, elle est convergente.

En effet toute suite positive est minorée par 0 dong, si elle est décroissante, elle est décroissante et
minorée donc convergente.
De méme pour les suites négatives croissantes.

Une autre remarque

Toute suite monotone bornée est convergente.

En effet si une suite est monotone, elle est soit croissante, soit décroissante.
Si elle est bornée, elle est a la fois minorée et majorée.
Des lors la suite sera soit croissante et majorée, soit décroissante et minorée.

2.3) Suites majorées convergentes, suites minorées
convergentes

Considérons une suite majorée. Et supposons que cette suite soit convergente.

Soit ¢ sa |limite.

Soit M un majorant quelconque de cette suite.

Nousallons montrer qu’ alor&<Mécessairement on a
Pour cela nous allons supposer le contraire, a savoir £ > M.

Faisons un premier dessin

«zZone » ou se M £
trouve la suite

La«zone» ou se trouve |l a suite peut wvarier, éeven:
trouve nécessairement avant M puisque M est un majorant.
Plagonssn ous au mi |l i eu du s e gette valtur dt A Jabaleyr symérigye eld xp n s
par rap:port a ¢
=

| | | |

| I | |

M X1 ) X
Appelons e ladistancedex;a ¢, qui estx,aéglal e a cell e de

Les nombres réels x tels que
t—e<x<t+e¢
sont les éléments du segment [xy, x,].
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Or aucun élément de la suite ne fait partie de cet intervalle.

Nous avons trouvé un nombre réel strictement p
compris entre £ — et £ + ¢.

Cequi est contradictoire avec | e fait que ¢ soit
1 n"est donc pa&>Mossible que |’ on ait

On en déduit le théoréme suivant :

Soit u une suite majorée et convergente. Soit £ sa limite et M un majorant

THEOREME de la suite. Alors £ < M.

On aura bien évidemment un théoreme identique avec une suite minorée et convergente.

Soit u une suite minorée et convergente. Soit £ sa limite et m un minorant

THEOREME de la suite. Alors £ 2 m.

En globalisant on peut dire que :
Si une suite convergente est bornée par deux nombres m et M alors sa limite £ est dans

(intervalle [m,M].

Une conséquence tres utile

THEOREME Soit u une suite positive convergente. Alors sa limite £ est positive.

C’est une conséquence s ipuispue e sdite positévelext mi@darée patOh é or €

On en déduit aussi un résultat tres important.

Soit u une suite convergente dont la limite £ est strictement positive, alors il
THEOREME existe un entier no tel que pour tout entier n supérieur ou égal a no, on

aura : u, 2 O.

En effet S i un t el entier n’existait pas, cel a
donc majorée par 0. Sa |l imite £ serait donc inf

2.4) Suite croissante non majorée

On considere une suite u croissante et non majorée.

Dire que | a suite est non majorée, c est dire ¢
Autrement dit, quel que soit le nombre réel strictement positif 4, il existera un entier n, (il dépend
certainement de A), tel que u,, > A.

Comme la suite u est croissante, Vn = ny, u, = u,, doncu, > A.

Autrement dit quel que soit le nombre réel A strictement positif, il existe une infinité de termes de la

suite qui dépassent A.

On traduit cette propriété par:

lim u, =+
n—-+oo
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Généralisons la démarche que nous venons de rencontrer pour les suites croissantes non majorées.

On dit qu'une suite u admet pour limite += et 'on écrit :
[im u, =+

N—>+o
DEFINITION  Pour signifier la propriété suivante :
VA>O, il existe un entier ny tel que Yn2n,, on a
Up >A

On dit alors que la suite u est divergente.
On a une définition équivalente en —oo.

On dit qu'une suite u admet pour limite -« et on écrit :
[im u, =-

Nn—>+o

DEFINITION  Pour signifier la propriété suivante :

VA>O, il existe un entier ny tel que Yn2n,, on a

u,< -A
2.6) Suites sans limite
Dans |l es parties préceéedentes, nous avons évoqu
convergentes, et celui des suites admettant une limite infinie et donc divergentes.
Mai s i | exi ste aussi des suites n’ admet t ampgde pas

limites »).
Considérons par exemple la suite u définie par u,, = (—1)"
On a pour toutn € N
(_1)211 =1
(_1)2n+1 =1
Les deux « limites » possibles seraient donc soit 1 soit —1.
Or aucune de ces deux valeurs ne peut étre limite de la suite.
Visualisons cela sur un dessin :

-1-¢ -1 -1 +¢ 1

Pour une suffisdmenentpetite» dans [—1# &+letre]wattolive une infinité de
valeurs de lasuite: t outes cell es de rang i mpair, mai s al
un nombre entier n, tel que pour toute valeur de n supérieure a n,, le termeu, soi t dans |’
[-1 —¢&,—1 + ¢]. Donc —1 ne peut pas étre limite de la suite.

On ferait le méme raisonnement avec 1.

Si | * on ¢ o n svietdveldjaeendongrées defimiestpa s

vneN, v, =uy, et w, =uy,s1
Ces deux suites sont constantes et donc évidemment convergentes, la premiere vers 1 et la seconde
vers —1.
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Remarque
Une suite constante a partiv d'un certain rang est convergente et sa limite est égale a sa

valeur.

En effetsipourn > p,u, =a,al or s pour tout nno>ppone réel € >0,

a—&< u, <a-tc¢
(=a)

2.7) Sous-suites

Une sous suite (ou une suite extraite ) est une suite obtenue en ne prenant que certains

élements (une infinité) d'une suite de départ.

Si u est une suite, la suite v définie par Vn,v, = u,,; est une sous-suite de la suite u (elle est
composée de tous les termes de la suite u sauf le premier terme.

De méme la suite w définie par w,, = uz, 1.

On démontre et nous admettrons le théoréme suivant :

Soit u une suite convergente de limite £ et v une sous-suite de u, alors la

THEOREME . -
suite v converge et a pour limite £.

Comme nous |’ avons vu upe(@n)" ladivergende tleela sdité i T Nnmp | ipg
absolument pas celle des sous-suites.

De la méme fagon, ce méme exemple montre que certaines sous-suites peuvent étre convergentes

sans que la suite le soit.

On a par contre un théoreme tres important que nous admettrons sans démonstration.

Soit u une suite. Soient v et w les sous-suites de u formées respectivement

des termes de rang pair et des termes de rang impair de u, autrement dit
THEOREME pour tout entier n : vVa = Uzn €t Wn = Uzniz.

Si les suites v et w convergent vers la méme limite £, alors la suite u

converge et sa limite est £.

Bien évidemment | Uune esgites v etavuddrerge ou si elles ne convergent pas vers la méme
limite, alors la suite u diverge.

2.8) Le cas particulier des suites fonctionnelles explicites

On considére une suiteud € f i ni e uaentperprpariu,r= f@) ol f est une fonction numérique
a variable réelle définie sur [p, +oo[.
On a les résultats suivants :

Si lim f(x) = £ alors la suite u converge et lim u, = £

X—>+e0 n—+e
THEOREME ; lim f(x) = £« alors [a suite u diverge vers + =
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Exemple :

2n+3
u, =
" n+5
Ona
2x +3
X) =
f&) x+4
On a donc
lim f(x) =2
X—400
Lasuiteuconverge: et |’ on a
lim u, =2
n—-+oo
Autre exemple
n?+1
U, = pour n > 1
Ona
x?+1
fx) = 2 pourx =1
Ona
lim f(x) =+ o
X—+00
Lasuiteudi ver ge et | > on a
lim u, = +o
n—-+oo
Remarques:
Y Laréciproqueestfausse: i | est possible que la suite cony
comme dans le cas de certaines suites trigonométriques.
YDans |l e cas des suites expliciteseémeéqguvalemnct i or
Par exemple considérons la suite u définie par
_ 10"
T
La fonction factoriellex! n” exi st ant pas ( du rg)estsne quite explicite mon s )
fonctionnelle.
Nous remarquons facil emenwheNW r0dta >st positive
Ona
10n+1
Upp1 (m+ 1) 101 nl 10
= 7 = X =
Uy, 10" (n+1)! 10" n+1
nl

Cette quantité est strictement inférieure a 1 pour n + 1 > 10 donc pourn > 9.
Cette suite est décroissante a partirden = 9.
C est donc une suite décroissante et minorée, e

2.9) Le cas des suites fonctionnelles récurrentes
29.1)3 OEOA Ei AcA AGOT A OOEOA PAO OT A .

On considére une suite u dont tous les termes appartiennent a un intervalle I et f une fonction
continue sur /.
On peut alors définir une suite v, image de la suite u par la fonction f, de la fagon suivante :

vn, v, = f(un)
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On démontre et nous admettrons alors le théoréme suivant.

Si la suite u converge vers £ et si la suite v est définie pour tout n par

Vi = f(un) otk f est une fonction continue sur intervalle | qui contient tous les

THEOREME . : _ , X
termes de la suite u, alors la suite v est convergente et sa limite est égale a

f(L).
2.9.2) Une application importante

On considére une suite récurrente u définie par la donnée de u, et la relation de récurrence
U,+1 = f(u,) ou f est une fonction continue.
On suppose que lasuiteuc onver ge vers ¢{.
On pose v, = Uy 41.
On a donc v, = f(u,). La suite v converge donc vers f (£).
Mais sous la forme v, = u,, 1, la suite v apparait comme une sous-suite de la suite u.
Comme la suite u converge, la suite v converge vers la méme limite que la suite u donc vers ¥.
On a donc a la fois :
nl_l)r}rnoo v, = f(£) et nl_l)l’_{loo v, =7
Comme la limite est unique, on aura :

f) =+

On en déduit le tres important théoreme suivant :

Soit u une suite récurrvente définie par la donnée de son terme initial uo et
THEOREME par la relation de récurrence : unz = f(un) ot f est une fonction continue.

Si la suite u est convergente, sa limite est solution de 'équation f(x)=x
Une conséquence trés importante est que :

Si l'équation f(x)=x n'a pas de solution, la suite est nécessairement divergente.
Mais attention :
Si Péquation f(x)=x a des solutions, cela ne permet pas de dire que la suite est convergente,

mais simplement que si elle est convergente, sa limite est [une des solutions.

2.9.3) Le cas particulier de la valeur absolue

La fonction valeur absolue étant continue sur R, on a par application du théoréeme vu au 2.9.1) :

THEOREME Si la suite u converge vers £, la suite v=|u| converge vers |£ |.

Bien évidemment la réciproque est en général fausse : ce 8’ ' pat ceaqlulconvergeqseu i t
lasuiteuconver ge comme | a mo nudéfimiegarugexemMpl e de | a s
Ona

Up = |un| = (D" =1
La suite v est constante donc convergente. On a vu que la suite u n

Il y a pourtant un cas particulier tres important :
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Soit une suite u telle que la suite v = |u| converge vers O, alors la suite u est

THEOREME - ; N
convergente et sa limite est éqgale a O.

La démonstration de ce théoreme vient des propriétés des valeurs absolues et en particulier de la
propriété suivante : soita > 0,ona:
x| <ae —-a<x<a

Dire que [ulconverge vers O, c’  est dire que poautelqueout
pour tout entier n supérieur ou égalan, ona

—&e<|u,| <e
Or une valeur absolue est toujours positive, donc cet encadrement se raméne a

|u,| < e (I'autre partie étant toujours vérifiée)

Et donc

—&e<su, <£¢
Ce qui montre que la suite u converge vers 0

2.9.4) Application : suites arithmétiques

On considére une suite arithmétique de raison.On sait que | > on a

Upyr = f(u,) avecf(x) =x+r
L’ é g ufAx) Eodonduita

xX+r=x

Doncr = 0.
Sir = 0, la suite est évidemment convergente car elle est constante.
Sir+0,cette équat iolation endona la quige est divergeste.
La forme expliciteu, =up+nrmontre d’ aill eurs que sa |limite e

2.9.5) Suites géométriques

On considéere une suite géométrique u de raison q.
On sait que cela signifie que |’ on a
Un+1 = f(u,) avec f(x) = qx
Ona
f)=xogqg=xe@—-1Dx=0
Siq = 1, cette équation est toujours vérifiée, la suite est constante et donc convergente.
Siq # 1, cette équation a comme unique solution x = 0, donc:

Si une suite géométrique non constante converge, sa limite est égale a O.

Il reste a rechercher les suites géométriques qui convergent.
Remar quons duesthiuee suite gépmétriqiee de terme initial uy, = a et de raison g, ona:
u, = aq"
Donc
lun| = lallq|”
La suite v définie par v, = |u,| est donc une suite géométrique de terme initial vy = |a| positif et de
raison |q| également positive.

On se place dans le cas ou ni @, ni g ne sont égauxa 0.On a:
Un+1 | I

n
On en déduit que si |q| < 1, cette suite est décroissante.
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Comme id’ sinegduite positive, el |:ealimitétstdomcégaeaéd e e
Or d’ apreées ce ( lpapouolimise 0,aloroum pounimite 0.S i

En englobant la cas ou g = 0, qui donne une suite constante égale a 0, on peut énoncer le théoreme
suivant:

Toute suite géométrique de raison strictement comprise entre -1 et 1 est

THEOREME L N
convergente et de limite égale a O.

Si g = 1, nous avons vu que la suite est constante.

Si g > 1, utilisons la forme explicite. On a u,, = uyq"

On a donc

u, = g(n) avec g(x) = uoq”
Etudions | a i mite en +o de
Ona

qx — exln(q)
Comme q > 1,onaln(q) > 0, donc
lim xIn(q) =+
X =400
Donc

lim g* = +o0
X—+00
Donc
lim g(x) =+ o0
X ——+o0
La suite u est donc divergente de limite infinie.

Quandg =—-1,onau, =uy(—-1)".Nous savons gque cette swite n’a
Uzpn = Up
Un+1 = ~Up
Enfin quand g < —1,0ona
Upn = Upq™" = Up(q*)"

On obtient une suite géométrique deraison g? >1,donc di vergente vers | |
vu plus haut.
La suite u ne peut donc étre convergente (elle serait « divergente » pour au moins la « moitié » de ses
termes) : elle est donc divergente.
[II Opérations sur les limites
3.1) Opérations sur les suites

Soient u et v deux suites définies a partir d'un méme entier p. On dit que la
DEFINITION suite w est la somme des suites u et v et 'on note w = u + v si :

VV\ZP)WH:Mm+Vm-

On définit de la méme fagon la différence de deux suites, le produit de deux suites, le quotient de deux
suitesa conditionque cel |l e pl acée au dénominateur ne s’ a
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Remarque :
A tout nombre réel a, on peut associer la suite constante u définie par Vn € N,u,, = a.
Dés |l ors ajouter un nombre a une suite peut ét
suite constante :

w, =v,+a=v, +u,
De méme | e produit d’une sui t eommedd produit derleshitese p
dont | " une est constante.

08cq . EIi EOA AGOT A OITIlI1A

On consideére les suites u et v et leur somme w = u + v.

Montrons quesiuetvc onver gent respecti vemewnmcto nwerr g el vetr si
[l faut donc montrer le résultat suivant :

Si |l > on prend un nombre € > 0 quel cnpelguesin=>m,n p
onaural++4 —e<w,<f+¥ +¢

Or nous savons que les deux suites u et v sont convergentesr e specti vement vers ¢
Ce qui signifie par exemple pourugq u e S i | * on pE'r>edmuklconque, on ponrta togjours
trouver un entier n,’ possédant la propriété suivante :

Pour tout entiern > n,’,ona ¥ — £ < u, <4+ <.

Neprenonspase’quel conque, mais exactement égal a ¢ [ 2
la suite w est convergente.
Donc pour <cet € particulier, on peut écrimneel qu’

que sin = nq alors

& &
f—ESunﬁf'i‘E

Pour cette méme valeur on exprime que lasuitevc onver ge vers £’ .
Ce qui justifie n,teleuesistmw,ocagra:d’ un enti er

' & , &
? _ESUnS‘E +E

Considérons le plus grand des deux nombres entiers n, et n, et appelons N ce nombre.
Sin > N, il est a la fois supérieur a n; et a n,, donc les deux encadrements sont vérifiés.
On a donc a la fois :

p—Scu <o4S
— — S u S —
2 n 2
F-S<p <t 45
2- "~ 2
En additionnant membre a8 membre ces encadrements, on aura :
£ , & £ , £
t—=+f{ —s<Suy,+ty, <l +-+4 +=
2 2 n n 2 2

Et donc

P4+ +e<w, <041 +¢
Il suffit donc de prendre n, = N pour pouvoir conclure.
Ce qui prouve le théoreme.

Solent u et v deux suites convergentes respectivement vers £ et vers £'. Soit
THEOREME W [a suite somme de u et v. Alors la suite w est convergente et sa limite est
égale a £ + 2.

On démontre en utilisant les autres définitions vues sur les limites les théoremes suivants :
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Soient u et v deux suites et w la suite somme.

Si la suite u est convergente et la suite v est divergente vers [infini, alors la

suite w est divergente vers [infini.

Si les suites u et v sont divergentes vers +=, alors la suite w est divergente
THEOREME vers +«.

Si les suites u et v sont divergentes vers -=, alors la suite w est divergente

vers -,

Si la suite u est divergente vers += et si la suite v est divergente vers -«,

alors on ne peut pas se prononcer sur la convergence de la suite w.

Nous remarqueronsqued ans ces théorémes, rien n’'est di
pas de limite.

3.3) Limites et opérations

Les résultats obtenus sur la somme se démontreraient de méme fagon pour les autres opérations.

Les théoremes sur les limites sont donc les mémes que pour les fonctions avec les formes
indéterminées classiques.

Voir le formulaire de terminale.

3.4) Suites adjacentes

Soient u et v deux suites. On dit que ces deux suites sont adjacentes si elles
remplissent les trois conditions suivantes.
DEFINITION 1 La suite u est croissante
1 La suite v est décroissante

1 La suite v-u est convergente et de limite O.

Soient u et v deux suites adjacentes avec u croissante et v décroissante. Les

THEOREME . A .
suites u et v sont convergentes et ont méme limite.
Démonstration
Nous all ons d’ ab or dueskfajooéad quela suitg wiest min@ée.s ui t e

Pour simplifier, on supposera les deux suites définies sur N, donc a partir du terme de rang 0.
Montrons que Vn € N, u,, < v,.

Pour cela nous supposerons gque cette p
Cela signifie qu’ih tebqueiu,gt>e. un nombre e
La suite u étant croissante, Vn = nqy, u, = u,, etdonc vVn = ny, u, > vy.

Faisons un dessin pour comprendre la situation :

opri é
tier

24

t

t

é



Zone ou se trouve

la suite u apres n,

Zone ou se vV U,
trouve la suite v

1

Or on veut que
lim (u, —v,) =0

n—--+oo

Ce qui voudrait dire que pour tout nombre réel
un nombre n, tel quesin > n,,onaura0 —e<u, —v, <0+¢
Prenons pour ¢ la quantité u,, — v;.
Pour toutn = ny, on aura u, = u,, etv, < v, donc-v, = —v,, donc
Uy —Vp 2 Uy, — Vg =€
Pour cet t e Vwan, enwura ug € v, & ¢ ce qui contredit le fait que la limite de la suite
u — v soit égalea 0.
En supposant qu’ ntelqeex, 3 t)e&naboutit humewdntragliction.
On peut donc en conclure que
vn € N,u, <,
On démontrerait de méme que
vn e N, v, = u,
La suite u est croissante et majorée: el |l e est donc convergente. Soi
De méme la suite v est décroissante et minorée: el | e est convergente. Soi
On sait alors que
lim (u, —v,) =€ —¢
n—+oo

Or
lim (u, —v,) =0
n—-+oo
Donc
-4 =0
Donc
=1

Nous donnerons un exemple de ce type de suites un peu plus loin.

[V Limites et inégalités

4.1) Comparaison des limites

On considére deux suites convergentes u et v telles que
lim u, =%
n—--+4oo
lim v, = ¢
n—--+4oo

On suppose qu’ ptelqexi>=spuw<un entier
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Considérons alors la suite w définie par: vn € N,w, = v, —u,,.

Commeils’ agit de Il a différence de deux sui:tes conyv
lim w, =¢ —¢
n—-+oo
Pour n > p, cette suite est positive. Donc sa limite est positive et donc
£ —¢>0
Donc
<t
D> ou |l e :théor éeme

Solent u et v deux suites convergentes de limites respectives £ et £'. On
THEOREME suppose qu'il existe un entier p tel que V n 2 p, un € Vi
Alors £ < 2.

4.2) Utilisation de suites divergentes

On considére deux suitesuetv.On suppose qu’ iptellqexn>=spuwe <un entier
On suppose en outre que lasuiteud i ver ge vers +oo,
lim u, = +o

n—-+oo
Cela signifie que quelque soitle nombreréel Ast r i ct ement positif quenl o
tel que pour tout entier n > ny, on aura u,, > A.
Si |l > on prend | e pl us pgeatmepournds@bérieut Ecelnombrepomdura@ls e n
fois, u, < v, etA <u,.Donconaurad < v,.
Ce qui prouve que pour Astrictement posigf, omjpewt bien tramvabun e r

entier a partir duquel la suite v dépasse A.
On en déduitquelasuitevdi ver ge vers + o,
On a donc le théoréme :

Soient u et v deux suites. On suppose qu'il existe un entier p tel que pour
THEOREME tout entier n supérieur ou égal a p, on ait : un £ Va

Si la suite u diverge vers +=, alors la suite v diverge vers +=.
Par une méme démonstration, on aura le résultat suivant :

Solent u et v deux suites. On suppose qu'il existe un entier p tel que pour
THEOREME tout entier n supérieur ou égal a p, on ait : un £ Vi
Si la suite v diverge vers =, alors la suite u diverge vers —«.

180 ., A OEilT Oii A AGAT AAAOAI A

Ce théoréme est aussi connu sous le nom de « théoréme des gendarmes ».

On considére trois suitesu,v,wt el | e qu’ a part ponaid:’ un certain en
U, SV, S W,
On suppose en outre que les suitesuetwc onver gent vers | a méme | i mit
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Nous allons démontrer que dans ces conditions,lasuitevc onver ge égal ement ver
Direqueuconverge vers ¢, c’ est dire que si l > on c|
on pourra toujours trouver un entier n; tel que pour n > ny, on aura

t—e<u, <f+c¢
De méme, dire quewconverge vers ¢, c' est d i meourgat@ijoupso U r
trouver un entier n, tel que pour n > n,, on aura

t—esw, <l+¢
Appelons N le plus grands des trois nombres entiers : ny, n, et p.
Si | * on=>MN opneanrd n = ny,n = n, etn = p. Donc les trois encadrements sont vérifiées a
savoir

U, SV, S W,

t—e<u, <f+c¢

t—esw, <l+¢
Donc pourn = N,on a

t—e<u, <v, <w, <¥f+¢

On en ne gardant que v,:

t—e<vy, <l+c¢
Ce qui prouve que pour tout nombre € stricteme
duquellasuiteve st enti eérement conft—-edf##d. dans | ' interval
Ce qui signifie bien que lasuitevc onver ge vers ¢
On a donc le théoréme suivant:

Soient u, v, w trois suites. On suppose qu'il existe un entier p tel que vV n 2 p,

on a Uunf van £ Wi

THEOREME . . . .
Si les suites u et w convergent vers £, alors la suite v converge et sa limite
est égale a £.

Remarque:

Si les suites u et v ne convergent pas vers la méme limite, on ne peut absolument rien conclure sur la
convergence éventuelle de la suite v.

Une application importante

Soient u et v deux suites positives. On suppose qu'il existe un entier p tel que

THEOREME pour n2p, on a un £ Vo
Si la suite v converge vers O, alors la suite u converge également vers O.

Puisque les suites sont positives, on a pourn = p

0<u, <y,
Le nombre 0O peut s’ écr gdéfiniepan:trisz, @ f or me d’ une s
On aura donc

On a évidemment

lim z, =0

n—--+4oo
Et par hypothese :

lim v, =0

n—-+4oo .
Donc d’' aprés |l e théoramendeegeadtemeénn, ala sui't

lir_Punzo

n—-+oo
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4.4) Limites et valeur absolue

On considére deux suitesuetvet un nombr e r Escdndittonssuévamfed: i s sant
Y il existe un entier p tel que pourn > p,ona

|un_'alsl%
Y la suite v est convergente de limite égale a 0.

La suite v est donc positive pour n = p.

Posonsw, = u, —aett, = |w,| = |u, — a|
On adonc
vnz=p 0<t, <,
D’ apres | e théoreéeme précédent, on a
i, 6 =0
D’ apres |l e 2.9.3, on en déduit que
lim w, =0
n—-+co
En considérant | e nombre a comme | a suite const
lim w, +a=a
n—-+oo
Donc
lim u, =«
n—-+oo

Puisque u,, = w,, + a.
D’ o théolreme :

Soient u et v deux suites et & un nombre réel. On suppose qu'il existe un

nombre entier p tel que ¥V n 2 p, on ait : |un - & | £ Vo

THEOREME _. : . ,
Si la suite v est convergente de limite nulle, alors la suite u est convergente

et sa limite est égale a .

4.5) Un exemple récapitulatif: étude de suites
imbriquées

soit0<b<aON coOonsidere |l es suites imbriquées deéefini es
Uy = aetvy =>b
u, +v 2u,,
vn € N,u,4q — " et Upy1 = il
2 U, +v,

1. Démontrer par récurrence que Vn € N,v, < u,.
2. Démontrer que v est croissante et que u est décroissante.
3.(averi fier que
1
VNEN,O<uU,1q — Vg < E(vn —Uy)

(b) En déduire que les suites u et v sont adjacentes.
4. Déterminez la limite commune des suites u et v.
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