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I) Vocabulaire sur les ensembles

1.1) Qu'est-ce qu'un ensemble ?

Un ensemble est intuitivement une collection d'objets que I'on appelle alors les éléments de cet
ensemble.
Ces objets peuvent avoir des propriétés communes comme dans le cas de lI'ensemble des nombres
entiers.
Mais ce n'est pas obligatoire.
Cette collection peut étre finie ou infinie.
Quand un ensemble contient un nombre fini d'éléments, et que ce nombre n'est pas trop grand, on
peut donner la liste de ces éléments.
On dit alors que I'on définit I'ensemble en extension.
Cette liste est alors notée entre accolades. Par exemple
E ={2,3,5,7,11,13}.

Par convention, on ne répéte pas deux fois un méme élément; par contre il n'est pas indispensable de
ranger ces éléments dans un ordre donné (ce n'est d'ailleurs pas toujours possible comme par
exemple avec un ensemble de vecteurs...).

L'écriture {2,1,3,1,4} est incorrecte puisque I'on a répété 1'élément 1.

Cette convention permet de donner un sens non ambigu a la notion de cardinal (appelé aussi
dimension sur les ordinateurs ou les calculatrices) qui pour un ensemble fini correspond nombre
d'éléments distincts que contient cet ensemble.

Toutefois, il n'est pas toujours facile de donner la liste des éléments d'un ensemble (a fortiori s'il ne
contient pas un nombre fini d'éléments).

Dans ce cas on ne pourra décrire cet ensemble que si ses éléments possedent par une propriété
commune qui permet de les définir complétement : par exemple I'ensemble des mots de la langue
francgaise, ou I'ensemble des nombres entiers compris entre 100 et 200000000.

On dit qu'un tel ensemble est défini en compréhension.

Il y a aussi des ensembles plus difficiles a définir comme l'ensemble des cent premiers nombres
obtenus a partir de la touche random d'une calculatrice. Ces nombres sont bien reliés par une
propriété commune, mais ils varient a chaque nouvelle manipulation ou si I'on change de calculatrice.

Un ensemble qui n'est pas fini est dit infini.

L'ensemble des nombres entiers, ou l'ensemble des nombres premiers sont des ensembles infinis.
L'ensemble des points du plan est infini.

Nous verrons que tous les infinis ne sont pas identiques.

Par abus de langage on utilise aussi la notion d'ensemble vide qui est un ensemble ne contenant aucun
élément. On le note {} ou @.

Notations : si a est un élément d'un ensemble E on écrit: a € E. Par exemple 2 € N.
Sian'est pas un élément de E, on écrit a € E. Par exemple (1/3) & N.




1.2) Les ensembles de nombres

Les ensembles de nombres sont tres utilisés en mathématiques : c'est pourquoi on les désigne par des
lettres particulieres. Citons les plus importants.
L'ensemble des nombres entiers naturels est noté N. Il possede des propriétés particulieres que
nous serons amenés a étudier.
L'ensemble des nombres entiers relatifs est noté Z.
Un entier naturel est aussi un entier relatif mais il existe des entiers relatifs qui ne sont pas des entiers
naturels (les nombres négatifs). On décrit cette situation en disant que N est inclus dans Z.0n écrit

N cZ

Un ensemble bien connu aussi est I'ensemble dit des nombres rationnels, c'est-a-dire des rapports
d'entiers (relatifs). On note cet ensemble Q.
Cet ensemble a une propriété un peu "singuliere" : chacun des ces éléments admet une infinité

d'écritures possibles (et autorisées).

1 -1
On sait par exemple que 3 s'écrit aussi =3 ou 5 ou d'une infinité d'autres fagons.

Un nombre entier (naturel ou plus généralement relatif) est un aussi un nombre rationnel puisqu'il
peut s'écrire comme un rapport d'entiers:

On peut donc dire que I'ensemble Z est inclus dans I'ensemble Q. On écrit: Z c Q.
Et en "emboitant" N, on aura :
NcZcQ.

I existe des nombres qui ne s'expriment pas comme des rapports d'entiers (nous avons vu le cas de
V2)
De tels nombres seront appelés irrationnels.

Une fois leur existence reconnue, les mathématiciens en ont trouvé partout : on trouve des nombres
irrationnels par exemple dans toutes les racines carrées des entiers sauf bien siir si ces entiers ne sont
pas des carrés parfaits. Beaucoup plIO O OAOA 11 AET OOA 1 Ae Lh plipdtQids
logarithmes sont aussi des irrationnels... On n'en finit pas.

Nous montrerons dans un probleme de concours l'irrationnalité de e.

Il y a une infinité de nombres irrationnels (c'est méme un infini "plus grand" que celui des nombres
rationnels).

En rassemblant les nombres rationnels et les nombres irrationnels dans un méme ensemble, on
obtient les nombres réels que 1'on a désigné par la lettre R.

On peut conclure cette étude par I'inclusion multiple classique :
INCZc QcR|




1.3) Sous-ensembles

On dit que l'ensemble A est un sous-ensemble de I'ensemble E ou aussi que A

DEFINITION
est une partie de E si tous les éléments de A sont des éléments de E.

Nous avons vu avec les ensembles de nombres la notation :
ACE.

Par abus de langage, on dit que l'ensemble vide est un sous-ensemble de n'importe quel ensemble

(0 C E).

Pour démontrer qu'un ensemble A est un sous-ensemble d'un autre ensemble E, il suffit de
montrer que quelque soit I'élément a de A que I'on choisit, cet élément a est aussi un élément

de E.

Bien entendu, si un élément de I'ensemble A n'est pas dans lI'ensemble E alors I'ensemble A n'est pas
un sous-ensemble de E.

Montrons par exemple que l'ensemble des multiples de 6 est inclus dans 1'ensemble des multiples de
2, ou encore est un sous-ensemble de I'ensemble des multiples de 2.
On note 2N I'ensemble des multiples de 2 et 6N celui des multiples de 6.
Dire qu'un nombre n appartient a I'ensemble des multiples de 6, c'est dire qu'il s'écrit sous la forme
n = 6k
Ou k est un entier naturel quelconque.
Par exemple 72 € 6N car 72 = 6 X 12 avec 12 € N.
De la méme fagon dire qu'un nombre est un multiple de 2 (c'est-a-dire qu'il est pair), c'est dire que ce
nombre s'écrit sous la forme
n =2k’
Aveck € N.
Pour démontrer que 6N c 2N, on doit montrer que si n est un élément quelconque de 6N, c'est aussi
un élément de 2N.
Sin € 6N, alors il existe un entier k tel que n = 6k.

Alors
n = 2(3k)
Sil'on pose k' = 3k, k' est le produit de deux entiers : c'est bien un entier. De plus
n =2k’
Donc
n € 2N
Donc

vn € N,sin € 6N alorsn € 2N
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On a bien
6N c 2N
La réciproque est fausse :
Si un entier appartient a 2N, il n'appartient pas nécessairement a 6N. Il suffit de prendre un exemple :
¢ 106 18
La contraposée est vraie :
Si un entier n'appartient pas a 2N, il n'appartient pas non plus a 6N.
L'utilisation de la contraposée est une méthode de démonstration.
Considérons deux propriétés P et Q telle que P = Q (ce qui signifie que si P est vraie, Q 1'est aussi),
alors on a aussi Q = P, ou P et Q sont les propriétés contraires de P et de Q.

Si les deux implications P = Q et Q = P sont vérifiées, on dit que les propriétés P et @ sont
équivalentes (la réciproque de l'implication P = @ est l'implication Q = P : en général la réciproque
d'une implication vraie n'est pas vraie).
On écrit alors

PsQ

1.4) Egalité de deux ensembles

DEFINITION Deux ensembles sont égaux s'ils ont exactement les mémes éléments.

Si I'on connait ces deux ensembles par la liste de leurs éléments (en extension), il est relativement
facile de savoir s'ils sont égaux ou pas.

Deux ensembles sont différents si I'un des deux contient au moins un élément qui n'est pas dans
l'autre.

Dans le cas d'ensembles définis en compréhension (c'est-a-dire par une propriété commune a tous les
éléments), la comparaison élément a élément est en général tout a fait impossible (elle I'est aussi si les
ensembles, bien que définis en extension, ont un tres grand nombre d'éléments, sauf en utilisant un
ordinateur).

On utilise alors un autre critere pour démontrer 1'égalité des ensembles.
Dire que A = B, c'est dire que tous les éléments de A sont dans B et que tous les éléments de B sont
dans A

On a donc la propriété suivante :
THEOREME Les ensembles 4 et B sont égaux si et seulement si A c B et B c A.

Nous rencontrerons de nombreuses situations demandant I'utilisation de cette propriété.
1.5) Ensemble des parties d'un ensemble

L'ensemble ayant pour éléments tous les sous-ensembles (parties) d'un

DEFINITION ) .
ensemble E est appelé ensemble des parties de E et on le note P(E).




Attention : si A est un sous-ensemble de E, nous avons vu que I'on note
ACE
Mais I'on note également
AeP(E)

Par abus de langage, on dira que @ € P(E).
Onaaussi: E € P(E).

II) Opérations sur les ensembles

2.1) L'inclusion

Rappelons que:
A c B signifie que Vx € A,x € B.

Par abus de langage on dit que @ c E pour tout ensemble E.

Examinons quelques propriétés de l'inclusion. Nous en avons déja rencontré deux.

Nous avons vu que si deux ensembles A et B sont tels que on ait a la fois: A € Bet B c A4, alors on a
A=B.

On traduit cette propriété en disant que la relation d'inclusion est antisymétrique

Nous avons vu également pour les ensembles de nombres que par exemple: Nc ZetZ c Q. Oron a

bien N c Q.
Cette propriété est généralisable.

THEOREME Soit 4, B, C trois ensembles tels que Ac Bet que Bc C, alors Ac C

On traduit cette propriété en disant que la relation d'inclusion est transitive .

Démontrons cette propriété :
L'inclusion A c B se traduit de la fagon suivante : si x est un élément quelconque de A4, c'est aussi un
élément de B.

B

Sil'ensemble B est inclus dans C, on a




B

Si x est un élément quelconque de 4, c'est un élément de B et donc c'est un élément de C. Donc tout
(au sens de n'importe quel) élément de A est un élément de C. On a bien
AccC

Il existe enfin une propriété assez basique.

THEOREME Quel que soit I'ensemble 4, on a Ac A
On traduit cette propriété en disant que la relation d'inclusion est réflexive .

L'inclusion met en relation les ensembles deux par deux. On dit pour cela qu'il s'agit d'une relation

binaire .

Chaque fois que 1'on a deux ensembles on peut se poser la question de 1'éventuelle inclusion de 1'un
dans l'autre.

L'inclusion dans certains cas permet donc de "ranger" des ensembles (comme par exemple pour les
ensembles de nombres).

On dit pour cette raison que la relation d'inclusion est une relation d'ordre

Plus généralement :

Toute relation binaire réflexive, antisymétrique et transitive est appelée

DEFINITION .
relation d'ordre

Nous connaisOT T O A2 AOOOAO OAT AGET T O AoT OAOA ¢ PAO AgA
On a par définition :

Soit a et b deux nombres réels, a < b signifie que b —a est un nombre positif

DEFINITION
nul

11y a pourtant une grande différence entreceO S 8




En effet si l'on considere les ensembles A = {1,2,3} et B = {2,3,4}, aucune des deux relations A € B ou
B c A n'estvraie

Deux ensembles peuvent étre différents sans qu'il ne soit possible de les "ranger".

On dit que la relation d'inclusion est une relation d'ordre partiel

Par contre si l'on prend deux nombres réels quelconques, a et b, nous savons que les réels a — b et
b — a sont des nombres opposés :

a—b+b—-—a=0
IIs ont donc un signe contraire. L'un des deux au moins est donc positif ou nul (ils peuvent étre tous
les deux nuls si a = b).
On peut donc toujours comparer deux nombres par <.

On dit que | a r e lredation dondre@tale st une

2.2) Le complémentaire

Soit un ensemble E et A un sous-ensemble de E, on appelle complémentaire
DEFINITION de 4 dans E I'ensemble des éléments de E qui ne sont pas des éléments de A.

On le note CzAou s'il n'y a pas d'ambiguité A.

Par abus de langage, le complémentaire de E dans E est I'ensemble vide.
CEE = @

Et le complémentaire de I'ensemble vide est E.
Cs® =E

On écrit la définition du complémentaire sous la forme suivante :
A={x€Ex¢A}

Par exemple si E = {1,2,3,4,5,6} et A = {3,5}, on ald=(zA= {1,2,4,6}

8



Le complémentaire de I'ensemble des nombres entiers pairs dans I'ensemble des nombres entiers est
I'ensemble des nombres entiers impairs..

Quelques propriétés du complémentaire :

1

aA)A=A

Utilisons la double inclusion pour prouver cette égalité.
Six € 4, alors x ¢ 4 et donc x € A. Donc
AcA
Réciproquement, si x € A, alors x & A et donc x € A. Donc
AcCcA

b)AcB=>BcA

Soitx € B, alors x ¢ B. Comme A € B,x & A, donc x € A.
Donc tout x de B est dans A. On a bien :
Bc A

2.3) L'intersection

Soit A et B deux ensembles. On appelle intersection de A et B et I'on note

DEFINITION s . . R N R
AN B l'ensemble des éléments qui appartiennent a la fois a A et a B.

Par exemplesiA ={1,2,3,4,5,6}et B = {0,3,5,7,10}.
OnaANB ={3,5}

DEFINITION Deux ensembles dont l'intersection est I'ensemble vide sont dits disjoints.

ANB=¢0




L'ensemble des nombres entiers pairs et celui des nombres entiers impairs sont disjoints.
Deux droites strictement paralleles sont deux sous-ensembles disjoints de points du plan ou de
'espace.

Propriétés de l'intersection:

a) AN @ = @ (nouvel abus de langage).
b) L'intersection est une opération commutative

|JANB =B nA|
C'est évident du fait de la symétrie de la définition.

c) L'intersection est une opération associative

[AnB)nC=4n(BnC) | (=ANBNC)

d) A est un sous-ensemble d'un ensemble E si et seulementsi A N E = A.
Cette propriété est importante et mérite qu'on 1'a démontre.
Nous remarquons évidemment le "si et seulement si".
SiANE = A, celasignifie que Vx € A,x € AN E,donc x € E, ce qui prouve bien que A C E.
Réciproquement,siA c E,alorsVx € A,x €EE, doncx € Aetx € Eetdoncx E ANE.

e) On a évidemment

f) On a enfin pour tout ensemble A :
ANA=0

2.4) La réunion

La réunion des ensembles E et F est l'ensemble dont les éléments

DEFINITION : R
appartiennent a Eou F. On le note E U F.

En reprenantl'exemple: A = {1, 2,3,4,5,6} et B = {0,3,5,7,10}, alors on a
AUB =1{0,1,2,3,4,5,6,7,10}

10



Propriétés de la réunion

a) AU @ = A (nouvel abus de langage).

b) La réunion est une opération commutative

|JAUB = B U A|

c) La réunion est une opération associative

[(AuB)uC=4U(BUO)] (=AUBUC)

d) A est un sous-ensemble d'un ensemble E si et seulementsi AU E = E.
Démonstration de méme forme que pour la propriété équivalente concernant l'intersection.
e) On a évidemment :
AUA=A
f) On a enfin pour tout ensemble 4,
AUCFA=E

2.5) Propriétés conjointes

p1) La réunion est distributive  par rapport a l'intersection :

[AU(BNC)=(AUB)N (AU )|

Démonstration :
Comme il s'agit de montrer une égalité, nous devons prouver la "double inclusion" :
AUBNC)c(AuB)N(AuC)et AUB)N(AuC)cAu(Bn<(C)
Commencons par la premiére.
Soitx e AU(BNC),doncx e Aoux € BNC.
Six € A,alorsxe AUBetx€ AUCdoncx € (AUB)N (AU ().
Sixe(BnC),alorsx e Betx € C,doncx e AUBetx € AUC.
Doncx € (AUB)N (AU C).
Dans tousles cas,six E AU (BNC),alorsx e (AUB)N (AU ().
On a bien
AUBNC)c(AUuB)N(AuCC)
Examinons l'autre inclusion.
Sixe(AUB)N(AUuC)alorsx e AUBetx€AUC
X € A U B signifie que x € Aou x € B.
Six € A, alors en particulierx € AU C etaussix € AU (B N C).
Si x & A, alors x € B mais comme x E AUC, x € C. Donc x € B et x € C. Donc x € BN C et donc
x€AU(BNC).Onadonc
(AUB)Nn(AuC)cAuUu(BnNn<(C)
Les deux inclusions sont démontrées.
On a donc
AUBNC)=(AUB)N(AUCC)

p2) L'intersection est distributive par rapport a la réunion :

11




An(BUC)=(ANB)UANO)|

Démonstration de méme forme que la précédente.

p3) La réunion est auto distributive
[AU(BUC)=(AUB)U (AU O)|

C'est une propriété étonnante mais souvent utile.

p4) L'intersection est auto distributive :
[An(BNC)=(AnB)N(ANn0C)|
#06AOO 1T A i8I A POI POET Oi PI OO 16ET OAOOAAOEI T 8
Démontrons-la par la double inclusion.
/T ATEO 111 O00AO0 AGAAIT OA NOA
AnBNC)c(ANB)N(ANC0)
Soitx eAN(BNC)doncx € Aetx e BNC.
SixeBNnC,onax€Betxe(C.0nadoncx€detx € B,doncx € ANBetaussix € Aetx € C donc
x€ANC.
Doncx e AnNBetx€ ANC,doncx e (ANB)N(ANC)
, 6ET Al OOETT AOO AEAT Aii1100i A8
, 8AOOOA ET AI OOEIT AOO
AnNnB)Nn(AnC)cAn(BNC(C)
Elle se démontre de la méme fagon.

p5) Le complémentaire de la réunion de deux ensembles est égal a l'intersection des

complémentaires de ces deux ensembles :

|AUB = AnB|
On suppose bien entendu que les complémentaires sont pris par rapport a un méme ensemble E de

référence. On pourrait écrire cette formule de la fagon suivante :

Démontrons cette propriété par la double inclusion.

Commencons par montrerque AUB c AN B

Soit x € AUB, donc x ¢ AUB, donc x € A et x & B (si x appartenaE O U |
APPDAOOEAT AOAEO U 1 AOCO Oi OTETThHh ATI
aucun des deux ensembles).

Doncx € Aetx € B,etdoncx € ANB.

La premiere inclusion est démontrée.

Démontrons la seconde inclusion: AN B c AU B
Soitx € AN B,
Doncx € Aetx € B,doncx ¢ Aetx ¢ B,doncx € AUB, etdoncx € AU B.

12



p6) Le complémentaire de l'intersection de deux ensembles est égal a la réunion des

complémentaires de ces deux ensembles :

lAnB =AU B|

Ces deux dernieres propriétés (p5 et p6) constituent ce que I'on appelle les lois de Morgan.

2.6) Représentations graphiques

On peut visualiser un certain nombre des propriétés démontrées a l'aide de graphique.
On utilise souvent un type de représentation que l'on appelle "représentations de Karnaugh"
(communément utilisés en logique et en informatique).

A A A A A A
B B B
B B B
Diagramme de base ANB AUB
A A A A
B B
B B
AUB ANnB

Avec trois ensembles la représentation est plus complexe :

A
A A

Ny

Diagramme de base

13



Si I'on veut visualiser une propriété comme par exemple la distributivité, il convient de réaliser
plusieurs diagrammes, d'en superposer certains puis de comparer les résultats.
Examinons par exemple la propriété AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

A A A A
A A A A
4 Y A Y A
B B IAn(BUC I
| lc |
B B
c —y— ¢ C —~— ¢
C C
A A A A
A A A A
4 Y A 4 Y A

oy
I:nl
J
=
o
>J>I

C

Et donc en superposant les deux diagrammes pour obtenir la réunion :

A A
A A

C‘%(—)C‘

Pour quatre ensembles, on peut réaliser un diagramme encore plus compliqué que nous ne
montrerons qu'a titre d'exemple :

14



]

N
)

]

2.7 ) Généralisations

Une collection d'ensembles est appelée famille d'ensembles

Une famille peut étre finie ou infinie.

Considérons une famille finie comprenant n ensembles.
On peut procéder a l'intersection ou a la réunion de tous ces ensembles. On écrira alors

Ou

Ej

_/
k=1

Il se peut que chaque fois que lI'on prend deux ensembles de la famille, leur intersection

soit vide. On dit que les ensembles de cette famille sont disjoints deux a deux.

Une famille peut étre également infinie. En général, nous ne rencontrerons que des familles que l'on
peut indicer, c'est-a-dire une suite d'ensembles.

On définit encore intersection et réunion.
400

xeﬂEn@VnEN*,xEEn

n=1
400

X € E, ©3IneN',x €E,

n=1

Les lois de Morgan prennent une forme plus générale.
Pour une famille finie

15



k=1 k=1
n n
k=1 k=1
Pour une famille infinie :
+o0 +o0

.
I
3

n=1 n=1
+co 400
n=1 n=1

2.8) Partition de deux ensembles

On consideére une famille finie de sous-ensembles (4;)<;<, de sous-ensembles d'un ensemble E.

Cette famille réalise une partition de E si elle possede les propriétés suivantes
* Aucun ensemble de la famille n'est vide :
Vl,l <i Sn,Al- 7':@
* Les ensembles de la famille sont disjoints deux a deux :
Vij,1<isnl<jsni#jAN4 =0
* La réunion de tous les ensembles de la famille est égale a E :

DEFINITION

Nous verrons l'importance des partitions en probabilité (que 1'on appelle alors "systéme complet
d'évenements").

I11) Produit cartésien
3.1) Produit cartésien de deux ensembles

Le produit cartésien de deux ensembles E et F non vides est I'ensemble des
DEFINITION couples que I'on peut former avec comme premier élément un élément de E

et comme deuxiéme élément un élément de F. On le note E X F.

Exemple : on considere les ensembles
E ={1,2,3}
F ={a,b,c}
Ona
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ExF={1a),(Db),(1,c),(2a),2Db)(2c) 3 a),3b),3c)}
Attention : un couple est ordonné. : (1, a) n'est pas égal a (a, 1).
Par contre la paire {1, a} est égale a la paire {a, 1}.

Quand les deux ensembles sont égaux, au lieu d'écrire E X E, on écrira plutot E 2,
On a par exemple ici
E* = {(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,2),(2,3),(2/4), (3,1),(3,2), (3,3), 34,
(4,1),(4,2),(4,3), (44}
On parlera de la méme fagon de N2, ensemble des couples d'entiers, ou de R?, ensemble des couples
de réels.

3.2) Produit cartésien de plusieurs ensembles

On considére une famille (E;);<<, d'ensembles non vides. On appelle produit
DEFINITION cartésien de ces n ensembles, I'ensemble noté E; X E;, X...x E, formé des n-

uplets, le k-iéme élement d'un n-uplet étant un élément de E,.

On peut écrire

n
HEi ={(xq,..., X, ..., x,) }avec x;, € Ej pour tout k compris entre 1 et n}
i=1

Dans le cas particulier ou tous les ensembles sont égaux a un méme ensemble E, on écrit

n
i=1

On a par exemple avec I'ensemble G = {m, n} de la partie précédente :
G* = {(m,m,m), (m,m,n), (m,n, m), (m,n,n), (n,m, m), (n,m,n), (n,n,m), (n,n,n)}

On parlera des ensembles R3, R%, ..., R™.
Le quadruplet (,1n(2),1,v2) € R*.
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