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) Principes généraux

1.1) De quoi s'aqgit-il ?

Dénombrer c'est compter.

S'il s'agit simplement de compter dans un petit nombre de cas, on n'aura pas besoin de méthodes
particulieres. Bien évidemment la question est différente si le nombre de possibles est grand, ou si I'on
n'a qu'une faible idée de son importance.

Par exemple, combien de codes de "digicode" peut-on créer si un code contient trois lettres et deux
chiffres ? Le résultat est important pour celui qui veut protéger sa maison par un tel codage, ou pour celui
qui ayant oublié le code est amené a essayer "tous les codes possibles".

Ce probleme sera central en probabilité, puisque nous savons qu'en situation d'équiprobabilité la
probabilité d'un évenement est le nombre de cas favorables a sa réalisation divisé par le nombre de cas
possibles.

1.2) Ensembles finis et ensembles infinis

Nous avons déja rencontré les notions d'ensembles finis, d'ensembles infinis et de cardinal.
Nous allons simplement préciser ici la notion d'ensemble dénombrable.

DEFINITION ©Ondit qu'un ensemble E est dénombrable si il existe une bijection de E sur N

Z ,NxN sont des ensembles dénombrables; Q est dénombrable ; R n'est pas dénombrable.

1.3) Nombre d'éléements d'un sous -ensemble

Soit un ensemble fini E de cardinal n. Soit A un sous-ensemble de E. On a évidemment
|card(A) < card(E)|

En effet si card(A) > card(E)signifie qu'il y a au moins un élément de A qui n'est pas dans E puisque A
contient plus d'éléments que E.
Donc A ne peut pas étre contenu dans E.
Si I'ensemble A est « strictement inclus » dans E (c'est-a-dire inclus et différent) alors il existe au moins
un élément de E qui n'est pas dans A.
On adonc:

card(A) < card(E)

Par contre si A € E et card(4) = card(FE) alors A =E.

En effet tout élément de A est un élément de E. Si card(A) = card(E),l n'y pas d'autres éléments dans E
que ceux contenus dans A.

OnadoncbienA4 = E.




1.4) Nombre d'éléments de la reunion d'ensembles disjoints : regle
d'addition

Regle 1:
La réunion de deux ensembles finis disjoints est un ensemble fini dont le nombre d'éléments est

égal a la somme des nombres d'éléments de ces deux ensembles.

Autrement dit : si A et B sont deux ensembles finis tels que A N B = @ alors
card(A U B) = card(A) + card(B)

Toute réunion finie d'ensembles finis disjoints deux a deux est un ensemble fini

THEOREME
dont le cardinal est égal a la somme des car dinaux de ces ensembles.

On considére une famille finie d'ensembles finis (A4;)1<<, telle que si 1<i<n et 1<j<n avec

L#J,A; N4 = @, alors :
n n
card (U Ak> = Z card(Ay)

k=1 k=1
Ce théoréme se démontre par récurrence. La relation est vraie pour deux ensembles comme cela a été
énoncé dans la regle 1.
Si elle est vraie pour un entier m > 2, c'est--a-dire si quelle que soit la famille de m ensembles disjoints
deux a deux, leur réunion est un ensemble fini de cardinal égal a la somme des cardinaux de ces deux
ensembles, on démontre qu'elle reste vraie pour une famille de m + 1 ensembles disjoints deux a deux.

Soit (4;)1<i<m+1 une telle famille.
m
i=1
m

On sait que card(B) = Z card(4,) .

i=1
m+1

m
i=1 =1

i

OrBNA,,+1 =0, puisque Vi, 1 <i<mA; NA,+ = 0.

Donc d'apres la regle 1,
card(BU A,,,+1) = card(B) + card(A,;+1)

m
= Z card(A;) + card(A,,+1)
i=1




m+1
= Z card(4;)
i=1
Cas d'une partition finie :
Toute partition finie d'un ensemble fini est constituée de sous ensembles non vides de E, disjoints deux a
deux et dont la réunion forme E.
Donc si (4;)1<<n €St une partition de E, on aura :

n
card(E) = z card(4;)
i=1
En particulier,comme AUA =Eetque AN A =@, ona

card(E) = card(A) + card(4)

Le lemme des "Bergers"

On considére une partition de E en ensembles (4;);e1,; ayant le méme nombre d'éléments. Soit

m = card(4;), Vi

On aura
card(E) = m %X n.

Pour compter les éléments d'un ensemble, on peut réaliser une partition de cet ensemble de

fagon a ce que tous les ensembles de la partition aient le méme nombre d'éléments (si c'est

possible, il ne faut pas que le nombre d'éléments de I'ensemble soit un nombre premier).

1.5) Nombre d'éléments de la réunion d'ensembles

Soient A et B deux ensembles finis, on a :

THEOREME '
card(A U B) = card(A) + card(B) — card(4 n B)

La démonstration repose sur l'écriture

A=(A—-B)U(ANB)

B=(B-A)UANB)

L'ensemble (A — B) est constitué par les éléments de 1'ensemble A qui ne sont pas des éléments de
B. C'est pour cela que I'on peut écrire
A=(A—-B)U(ANB)

Les ensembles A — B et A N B s'ils ne sont pas vides forment une partition de A
On aura alors
card(A4) = card(4 — B) + cardifA n B)
A —BestvidesiA c B (iln'y aaucun élément de A qui ne soit pas un élément de B).
Alors AUB =BetANB =A.




Ona
card(A U B) = card(B)
= card(B) + card(4) — card(A)
= card(B) + card(4) — card(A N B)

Lecas AN B = @ adéja été vu plus haut.
$A T A P81 A £AeTT AdDAritbl OO0 1 8AT OAI Al A
B=(B-A)Nn(BNA)

On se place dans le cas ou les deux ensembles B — A et B N A ne sont pas vides.
On aura
card(B) = card(B — A) + card(B n A)
On a également :
AUB=(A-B)U(ANB)U(B—-A)n(BnA)
=(A-B)U(B—-A)U(AnNB)

Ces trois ensembles sont non vides et disjoints deux a deux : ils forment une partition de A U B.
Onadonc:
cardf4 U B = card(A — B) + card(B — A) + cardi(A N B)
Ce qui donne :
card(A U B) = card(A) — card(A n B) +card(B) — card(A n B) + card(A N B)
= card(4) + card(B) — cardif4A n B)

Une premiére généralisation : le cas de trois ensembles
On veut calculer card(AU B U C)
En utilisant la formule précédente, on peut écrire
card(AU B U C) = card(4 U B) + card(C) — card((AU B) N ()
Oronsaitque: (AUB)NC=(ANC)U(BNC)
On a donc
card((AUB)Nn C) =card(An C) +card(BNn C) —card((AnC)n (B NnC))
=card(AnC)+card(BNnC) —cardfAnB N C)

On a donc
card(AUBUC) =card(AU B) +card(C) — (card(AnC)+card(BNnC) —card(AnBNC))
= card(A) + card(B) — card(An B) +card(C) —card(AnC) —card(BNC) +card(ANnBNC)
= card(A) + card(B) + card(C) — (card(An B) +card(An C) +card(BNnC)) +card(ANnBNC)




1.6) Formule du crible de Sylvester (ou de Poincaré)
La méthode précédente se généralise pour trouver le cardinal de la réunion d'une famille d'ensembles

(A;)1<i<n on utilise la formule suivante :

card <U Ai> = Z card(4,) — Z card(4; N 4;) + Z card(4; N A; N Ay) + -

i=1 =il 1<i<j<n 1<i<j<k<n

+ (—=1)"*! card (ﬂ Al-)

i=1

Cette formule se démontre par récurrence.
Donnons simplement l'idée de la démonstration :
On écrit

n+1 n n n
card <U Al-> = card (U A; U An+1> = card <U Al-) + card(4,,4,) — card (U AN An+1>
i=1 i=1

i=1 i=1
La premiere partie se remplace par la formule de récurrence ci-dessus.

Puis on écrit:
n n
(U Ai) NApe = U(Ai NAp+1)
i=1

i=1

Et1'on réapplique la formule de récurrence précédente a la famille (4; N A, +1)1<i<n

Pour quatre ensembles cette formule s'écrira :

card(AUB U CUD) =card(A) + card(B) + card(C) + card(D)
—card(AnB) —card(AnC)—card(AnD) —card(BnC) —card(BNnD) —card(C n D)
+card(AnBNC)+cardlAnBnNnD)+card(AnCnD)+card(BNCND)
—cardfAnNnBNCND)

[I) Produit cartesien - La regle du produit

2.1) Cardinal du produit cartésien

On considére une famille finie de nensembles finis (Ej)1<<,- On a

THEOREME card <1_[ Ei> = 1_[ card(E;)

i=1 i=1

La démonstration se fait par récurrence.
Pour n = 2, nous avons bien :
card(E; x E5) = card(E7) * card(E>)
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En effet si card(E;) = n; et card(E>) = n,, pour chacun des n; éléments de Ej, on peut construire n,
couples dont le premier terme est cet élément et le second 1'un des n, éléments de E,.

X1 X2 e ,QC{ ......... Xn,
— NS
VI V2 e e Vn,
\ \\
k1) (X, Y2) een e e (Xk,)’nz)

On a donc nq; % n, couples, ce qui démontre la relation.

Montrons que si la relation du théoreme est vraie pour tout famille de n ensembles non vides, elle reste
vraie pour une famille de n + 1 ensembles non vides.

Pour construire un "n + 1 - uplet" a partir d'un n - uplet, on associe a chaque n zuplet tous les éléments
du dernier ensemble.

On peut donc écrire :
n+l n

ﬂEi = nEi X Ent1
i=1 i=1

On adonc

n+l n
card <1_[ El-) card (1_[ El-) x card(E,+1)

i=1 . i=1
= _ card(E;) x card(E,+1)
= ci;d(El) x card(E,) x ...x card(E,) x card(E,+1)
n+1
= ‘_rcard(El-)
11

Par exemple si A = {1,2,3}, B = {a, b}, alors
AxB={123}x{a,b}={(1,a),(1,b),(2a),(2Db), (3 a),(3 b)}

Sil'on veut déterminer A X B x C avec C = {«, 8}, on fait :

{(11 a, a)v (11 ba O!), (21 a, a)v (21 b, C(), (31 a, a)! (37 b, C(), (11 a,ﬁ), (l’ b’ﬁ)’ (2’ a,,B), (2’ b,ﬁ), (31 a,,B), (31 b’ﬁ)}

On peut traduire ce résultat sous la forme d'un arbre qui permet de mieux visualiser le résultat.




1 2 3

a b a b a k
1 1 1 1 1 1
Sous cette forme, on peut décrire plus simplement la construction du produit cartésien de plusieurs
ensembles.
Par exemple ici, pour construire un triplet, on effectue une opération en trois étapes successives : la

premiere étape consiste a choisir un élément de 4, la deuxieme a adjoindre a chaque élément de A les
éléments de B, la troisieme a adjoindre a chacun des couples ainsi créés les éléments de C.

Réciproquement cette démarche peut permettre de considérer une opérations a plusieurs étapes
successives avec un nombre fini de possibilités par étape comme le produit cartésien de plusieurs
ensembles.

Considérons par exemple I'organisation d'une journée de vacances.

A 9heures, j'hésite en trois choix : faire du footing, lire le journal, dormir un peu plus.

A 14 heures, j'ai deux choix qui m'interesse : piscine, ou cinéma.

A 21 heures, je peux soit aller a un concert, soit aller boire un coup avec mes amis.

La journée peut se décrire selon le méme arbre que le précédent en remplacant 1, 2 et 3 respectivement

par "faire du footing", "lire le journal”, "dormir un peu", puis a et b respectivement par : "piscine" et
cAET i1 Ae AO AT £ZET A1l OAIPI AeAT O ; AO 1 PAO OAOBPA

Une journée possible sera : (footing,cinéma,amis).
L'ensemble des journées possibles correspond alors au produit cartésien des trois ensembles :
{footing,journal,dormir},{piscine,cinéma},{concert,amis}.

2.2) Le principe multiplicatif

Le théoréme énoncé plus haut a une traduction "concréte” que l'on appelle souvent : principe
multiplicatif

Lorsque une opération comporte p étapes successives, la premiere étape pouvant se réaliser de
ny fagons, la deuxieme de  n, fagons, ..., la p-ieme de n, facons, alorsilya ny xn; x...xn, fagons

de réaliser cette opération.




2.3) Exemples

Exemple 1 : Un digicoce comprend 3 chiffres de 0 a 9 et 2 lettres qui ne sont ni | ni O. Combieropexréer
de digicodes différents ?

Créer un digicode est une opération a 5 étapes successives ; il y a 10 choix pour chacune des 3 premieres
étapes et 24 choix pour chacune des deux derniéres, il y a donc : 10 x 10 x 10 x 24 x 24 = 576000
digicodes possibles.

Exemple 2 : Méme probléme mais cette fo@ on veut que le premier chiffre et le troisieme soit identiques,
gue le second soit différent des deux autres, et que la premiéreclsthit une voyelle (mais pas | ni O) et la
deuxiéme une consonne.

La premiere étape comprend toujours 10 choix, mais une fois le choix du premier chiffre effectué, la
deuxieme ne comprend plus que 9 choix, la troisieme ne comprend que 1 choix, la quatriéme comprend 4
choix (il ne reste plus que 4 voyelles disponibles) et la cinquiéme 20 choix.

[lyadonc10 %9 x1x4x20 = 7200 digicodes possibles.

Exemple 3 : Méme probleme que dans I'exemple 2, mais cette o les deux lettres doivent étre I'une une
voyelle et I'autre une consonne, leur ordre n'est pas fixé.

Intuitivement il y a 7200 digicodes possibles avec une terminaison voyelle-consonne et 7200 autres avec
une terminaison consonne-voyelle.

On aura 14400 codes possibles.

Il s'agit en fait de la réunion de deux ensembles disjoints correspondant a des produits cartésiens :
I'ensemble des codes se terminant par voyelle-consonne et l'ensemble des codes se terminant par
consonne-voyelle.

Exemple 4 : Combien ya t'il de nombres entiers de quatre chiffre€dmbien y en-dil si ces quatres chiffres
sont tous distincts ? Combien se terminent par 5 ? Combien sont pairs ? Combien sont tels que le derni
chiffre est un nombre pair et I'avantiernier un multiple de 5?

Pour la premier cas, on trouve 9 x 10 x 10 x 10 = 9000
Pour le second cas, on trouve 9 x 9 x 8 x 7 = 4536

Pour le troisiéme cas, on trouve 9 x 10 x 10 x 1 = 900
Pour le quatrieme cas, on trouve 9 x 10 x 10 x 5 = 4500
Pour le cinquiéme cas, on trouve 9 x 10 x 2 x 5 = 900

Exemple 5 : Méme énoncé mais plus difficile. Combien y en a t'il de pairs avec quatre chiffre tous distincts ?

Nous sommes ici en présence de la réunion de plusieurs ensembles disjoints qu'il s'agit de dénombrer.




Examinons les cas possibles : le premier chiffre peut étre pair ou impair.
* impair, pair: 5x5 = 25
* impair, impair: 5 x4 = 20
* pair, pair: 4 x4 = 16
* pair, impair: 4 x5 = 20
Les deux premiers chiffres étant choisis, le troisieme chiffre peut-étre pair ou impair et le quatrieéme
seulement pair :
On a donc 8 combinaisons possibles :
* impair, pair, impair, pair: 5 x5 x4 x4 = 400
* impair, pair, pair, pair: 25 x4 x 3 = 300
* impair, impair, impair, pair: 20 x 3 x5 = 300
* impair, impair, pair, pair: 20 x 5 x 4 = 400
* pair, pair, impair, pair: 16 x 5 x 3 = 240
* pair, pair, pair, pair: 16 x 3 x 2 = 96
* pair, impair, impair, pair: 20 x 4 x 4 = 320
* pair, impair, pair, pair: 20 x 4 x 3 = 240
Au total, on a: 400 + 300 + 300 + 400 + 240 + 96 + 320 + 240 = 2296

Exemple 6 : On cherche toujours le nombre d'entiers a quatre chiffres avec l'imposition suivante : les deux
derniers chiffres obéissent a la régle suivante, l'un est pair et l'autre est un multiple de 5, mais l'ordre n'est
pas fxé. Sont permis par exemple 3404 aussi bien que 3440 que 3445 ou que 3454.

On peut comme on l'a fait dans I'exemple 3 dénombrer I'ensemble des nombres remplissant la condition :
'avant dernier chiffre est un nombre pair et le dernier un multiple de 5.
[lyena9x10x5x2= 900
Il y en a autant qui sont tels que l'avant dernier chiffre est un multiple de 5 et le dernier un nombre pair.
Mais il y a pas 1800 nombres solutions.
Ilya 90 nombres "en trop" qui sont en fait des nombres comptés deux fois.
Ils correspondent aux deux critéeres : avoir un avant dernier chiffre et un dernier chiffre qui peuvent étre
a la fois des nombres pairs et des multiples de 5.
Il s'agit des nombres se terminant par 00.11 yena:9x10x1x1 = 90.
On utilise ici la formule :
card(A U B) = card(A) + card(B) — card(A n B) = 900 + 900 — 90 = 1710.

Exemple 7 : Dans une course de 20 chevaux combien de tiercés sont possibles ?

20 x 19 x 18 = 6840
Il'y a par comparaison 20 < 19 x 18 x 17 x 16 = 1860480 quintés possibles.
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2.4) Nombre de parties d'un ensem ble fini

On considere un ensemble fini E de cardinal n. Combien cet ensemble a-t'il de sous-ensembles différents
(I'ensemble vide compris) ?

Pour compter le nombre de sous-ensembles de E, il faut examiner comment on construit un sous-ensemble.

En fait on utilise une opération a n étapes qui consiste pour chaque élément de E a le choisir ou pas.

Il'y a donc deux possibilités par étapes.

Onadonc 2 x 2 x...x 2 fagons de construire un sous-ensemble. 11 y a donc 2" sous-ensembles de E.

n termes
Si E est un ensemble fini de cardinal n, alors I'ensemble des parties de E que l'on
THEOREME - :
note P(E) est un ensemble fini de cardina | 2™,

2.5) Nombre d'applications entre deux ensembles finis

On considére un ensemble fini E de cardinal n et un ensemble fini F de cardinal p.

Combien peut-on construire d'applications de E dans F ?

Rappelons que dans une application tout élément de E a une image et une seule dans F.

Que signifie "construire une application " ?

Il s'agit en fait de prendre la liste des éléments de E et a chacun d'entre eux d'attribuer une image dans F.
On effectue donc une opération a n étapes a p choix par étapes. D'apres la regle du produit, on aura :
p X...X p = p" possibilités de réaliser cette construction. On peut donc énoncer le théoreme suivant :
A

n termes

Soient E et F deux ensembles finis de cardinaux respectifs nep llya

THEOREME
p™ applications différentes de E dans F.

Ce théoréme permet de retrouver le nombre de parties d'un ensemble de cardinal n.

On peut en effet associer a toute partie une application de cet ensemble dans lI'ensemble {0,1}.
Considérons par exemple l'ensemble E ={1,2,3,4,5} et le sous-ensemble A ={2,3} de E. On peut
représenter ce sous-ensemble de la fagon suivante :
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Il y a donc autant de sous-ensembles de E que d'applications de E dans {0,1}, donc 2".

Voici un second exemple plus "concret".

Une urne contient des boules numérotées de 1 a 5. Il y a 10 boules exactement de chaque catégorie selon
ce qui est annoncé. Le jeu consiste a extraire 10 boules I'une aprés l'autre de cette urne. Quand une boule
est extraite, on la remet dans l'urne. On gagne si I'on obtient au moins trois boules portant le numeéro 5.
On peut rejouer sil'on obtient au moins trois boules dont les numéros sont supérieurs ou égaux a 4.

Un joueur n'obtient que des boules dont les numéros sont strictement inférieurs a 4. Il soupgonne alors
les organisateurs du jeu de tricherie. A-t-il raison de le faire ?

C'est en fait un probléme de probabilité.

Quelle est la probabilité de n'obtenir que des boules dont les numéros sont inférieurs a 4 si l'urne n'est
pas truquée ? Si cette probabilité n'est pas trop petite (il faut se fixer un seuil du "petit"), on considerera
que le joueur est simplement malchanceusx, si cette probabilité est trés petite, sans écarter que le joueur
puisse étre malchanceux, on pourra envisager qu'il y a eu tricherie.

Comment calculer cette probabilité ? Nous allons évaluer le nombre de situations possibles, puis le
nombre de situations qui n'aboutissent qu'a des numéros strictement inférieurs a 4 (c'est-a-dire le
nombre de situations favorables a la réalisation de I'évenement : n'obtenir que des numéros inférieurs a
4).

) p -listes , arrangements, combinaisons
3.1) p-listes

Soit E un ensemble fini de cardinal n. On appelle p- liste de E, tout élément de
DEFINITION l'ensemble EP,c'est- a- dire toute suite (ordonnée) de p €éléments de E (tout p-

uplet composé d'éléments de E).

Remarque
Dans une p- liste, les éléments peuvent se répéter.

Par exemple, si A = {a, b, ¢, d} on peut construire des 5-listes d'éléments de A :
(a,b,c,a,a) estune 5-liste de A.
C'est un élément de A°.

3-2) Nombre de p -listes

Reprenons l'exemple précédent. Une 5-liste est un élément de A°. Il y a donc card(A)® = 4> 5-listes
d'éléments de A.

On généralise évidemment cette propriété aux p-listes d'un ensemble a n éléments.

On a le théoreme suivant :

12



THEOREME llya n? p-listesd'unensemblea n éléments.

3-3) Nombre de p -listes d'éléments distincts d'un ensemble E

On appelle arrangement de p éléments de E toute p - liste d'éléments distincts
DEFINITION

Remarque fondamentale :on ne peut parler d'arrangement que sip < n.

On note souvent A” le nombre d'arrangements de p éléments de E.
Déterminons Af.
Construire une p-listes d'éléments distincts de I'ensemble E est une opération a p étapes.
On choisit le premier élément, puis le deuxiéme, et ainsi de suite jusqu'au p-iéme.
On an choix a la premiére étape, n — 1 choix a la deuxieme,..., (n — p + 1) choix a p-iéme.
Onadonc:nx (n—1) x..x (n—p+ 1) p-listes d'éléments distincts de E.
Ona
AA=nn-1..(n—-p+1)

Astuce

Une astuce pour savoir si le dernier élément est (n —p + 1) ou (n — p) : remplacer p par n c'est-a-dire
considérer les n-listes d'élements distincts de E. Il y en a un certain nombre. Si le dernier terme était
(n — p) en remplacant n par p, on trouverait qu'il y a 0 n-listes.

L'écriture de A?, peut prendre une forme plus condensée :
Al =nn-1.Mn-p+1)
nn-1D.(n—-p+)xn—-p)..2x1
B (n—p)..2x1

nl
(n—p)!

Soit E un ensemble a n éléments et p un entier inférieur ou égal a n. Le nombre

THEOREME de p - listes d'élém ents distincts de E est :
n!
A —
(n —p)!

13



Exemple : un club sportif comprend 68 membres. Il doit statutairement désigner chaque année un bureau
composé d'un président, d'un secrétaire et d'un trésorier. Chaque membre du club peut faire plartie
bureau. Par souci de démocratie, les membres du bureau sont tirés au sort.Combiemmp@litenir de
bureaux différents?

On peut présenter une bureau sous la forme d'un triplet, le premier terme correspondant au président, le
deuxiéme au secrétaire et le troisieme au trésorier.

Un tel triplet est une 3-liste d'éléments distincts pris parmi les 61 membres du club.
68! i
llya A3 = G833 3 — listes.
Or o8t _%8_ 66 %< 67 x 68 = 300696 bureaux possibles
68—3)! 65! - P |

Jacques se demande de combien, de bureaux il pourrait faire partie.

S'il était président, il resterait 2 places a pourvoir. Le méme raisonnement conduit a dire qu'il y a

67! A - o . '
i 66 % 67 = 4422 bureaux donc Jacques pourrait étre président. Bien évidemment il y en a d'autant

dont il pourrait étre secrétaire et autant dont il pourrait étre trésorier.
Il y a donc d'apres le lemme des bergers 3 % 4422 = 13266 bureaux auquels Jacques pourrait
appartenir.

3.4) Nombre d'injections entre un ensemble a élements et un ensemble
an éléments.

Dans une injection, chaque élément de 1I'ensemble de départ E a en propre une image dans l'ensemble
d'arrivée F. Ce qui implique que le nombre d'éléments de lI'ensemble d'arrivée est supérieur ou égal a
celui de I'ensemble de départ.

On aura doncn > p.

Pour simplifier le raisonnement, on peut supposer que I'on a nommé les p éléments de 1I'ensemble de
Ai DPAOO pf, aphch8h

A chaque élément de cette liste, on associe un élément en propre dans l'ensemble d'arrivée. On obtient
ainsi une liste ordonnée de p éléments tous distincts de I'ensemble d'arrivée.




On peut décrire cette injection sous la forme de la liste : (c, a, f, d, e).

$A E£Aeil 1T CciTiOATA T A T11AOA ABET EAAKREHD éBmait®dkunl 6 1
ensemble F a n éléments (p < n) est égal au nombre de listes de p éléments tous différents pris parmi les
ni 111 AT OO0 AA 16AT OAI AT A £8 /1T OAEO AiTA NOGEI Al

On a donc le théoréme suivant :

Le nombre do6i njections entre un epne emdnsemblede

THEOREME cardinal n(p <n)estégala

n!
(n—p)!

p:
n

3-4) Permutations

Soit E un ensemble fini contenant n éléments. On appelle permutation de E

DEFINITION i L. _
toute n - liste d'éléments distincts de E.

Chaque permutation est une nouvelle facon d'ordonner les éléments de E.
Le nombre de permutations est immédiat a trouver d'apres la partie précédente. Il vaut

n! n!
n — = —=nl
(n—n)! 0O v
THEOREME Ily an! permutations d'un ensemble contenant n élements.

Exemple:
De combien de fagons peut-on faire sortir apres I'autre chacun des éléves de la HEC1. Chaque "sortie"
correspond a une liste ordonnées des 47 éléves de la classe, donc a une 46-liste d'éléments distincts de
I'ensemble HEC1.
[lya46! listes de ce type, soit

47! = 258623241511168180642964355153611979969197632389120000000000

Si on devait toutes les "essayer”, il faudrait un temps considérable.

Méme si on considere que chaque sortie (et retour en classe) peut s'effectuer en 30 secondes, il faudrait :
47! x 30 = 7758697245335045419288930654608359399075928971673600000000000 secondes

Donc 129311620755584090321482177576805989984598816194560000000000 minutes

Donc 2155193679259734838691369626280099833076646936576000000000 heures

Donc 8979973663582228494547373442833749304486028902400000000 jours

Donc environ 2,46 x 10°2 années.
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3-5) Combinaisons

Soit un ensemble E contenant n éléments. On appelle combinaison de p

DEFINITION | L4
éléments de E tout sous - ensemble de E contenant p éléments.

Remarque importante : on abien entendup <n.
n

p
(Z) se lit "p parmi n".

On désigne par ( ) le nombre de combinaisons de p éléments de E. On trouve encore la notation C?.

Pour déterminer le nombre de combinaisons de p éléments pris parmi n, nous allons chercher une
relation entre ce nombre et le nombre d'arrangements de p élements pris parmi n.

Nous savons qu'il y a A} arrangements de p éléments pris parmi n, autrement dit A%, listes ordonnées de
p éléments distincts pris dans un ensemble qui contient n éléments.

Comment construire une liste ordonnée de ce type ? Une premiere fagon de procéder est de prendre les p
éléments I'un apres l'autre. C'est ce que nous avons fait précédemment.

Une autre fagon de procéder est la suivante. On effectue une opération a deux étapes. La premiere étape
consiste a extraire sans ordre p éléments parmi les n (c'est-a-dire a considérer un sous-ensemble de p
éléments pris dans l'ensemble E a n éléments), la deuxieme étape consiste ordonner ces p éléments.

n
Nous avons appelé (p) le nombre de sous-ensembles (non ordonnés, c'est ce que sous-entend le mot
"sous-ensemble") contenant p éléments extraits d'un ensemble a n éléments.

n
Il y a donc (p) fagons de réaliser la premiere étape. Sa réalisation étant effectuée, nous sommes en

présence de p éléments distincts.
Il s'agit de les ranger pour obtenir un arrangement. On avu qu'ily a p! fagons de la faire.

n
On peut donc conclure qu'il y aura (p) x p! facons de construire une liste ordonnée de p éléments

distincts pris parmi n éléments.

On a donc
Afl = (g) x p!
On en tire immédiatement :
n Ab
(p) Tl
Or nous avons vu la formule
n!
M=y
On en tire donc
n!
(n) _ (n—p)! _ n!
p p! (n—p)!p!




On retiendra la formule :

n!
()= =y

3-6) Exemples

Exemple 1: Au loto, il y a 49 boules dans une urne. On en extrait 6 au hasard sans tenir compte de l'ordre
De combien de fagons peaot le faire ?

9) — 13983 816,

49! 44 x 45 x 46 x 47 x 48 x 49
61431  1x2x3x4x5x6

La réponse est immédiate : (g

Pour calculer ce nombre on ferait : = 13983 816

Exemple 2 : Dans un jeu de 32 cartes, on appelle main toute combinaison de 5 cartes de ce jeu.
a) combien ya-t'il de mains possibles ?

llya (22) = 201 376 mains possibles

b) combien ya-t'il de mains sans figure ?

20

5 ) = 15 504 mains sans figure.

On choisit 5 cartes parmi 20 puisqu'il y a 12 figures. Il y a donc (

c) combien ya-t'il de mains comprenant exactement deux valets ?

Imaginons que nous programmions un ordinateur pour construire toutes les mains contenant
exactement deux valets. On procederait de la fagon suivante : on ferait choisir a I'ordinateur deux valets
parmi les quatre possibles et trois cartes parmi les 28 restantes.

On peut simuler cette situation dela facon suivante : on prend deux urnes. L'une contient les 4 valets,
'autre les 28 cartes restantes.

Pour obtenir une main contenant deux valets, on effectue une opération a deux étapes.

‘2") paires de valets

différentes que l'on peut obtenir de cette urne. La premiere étape se réalisera de (g) fagons possibles.

La premiere étape consiste a tirer deux valets parmi 4 dans la premiere urne. Orily a (

La deuxieme étape consiste a prendre 3 cartes sur les 28 de la deuxiéme urne. Oril y a (28) ensembles

3

différents de 3 éléments que l'on peut obtenir de cette urne. La deuxieme étape se réalisera de (28)

fagons possibles.

Il yadonc (g) X (58)=6 x 3276 = 19 656 mains contenant deux valets.
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d) combien ya-t'il de mains compenant exactement deux valets et un roi ?

On procede de la méme fagon avec trois urnes : 'une contenant les valets, la seconde les rois et la
troisieme les 24 cartes restantes.

Il y aura donc (g) X (i) X (34) = 6 x4 x 276 = 6624 mains contenant exactement deux valets et un roi.

e) combien ya-t'il de mains comprenant exactement trois coeurs ?

Méme procédé avec deux urnes : I'une contenant les 8 coeurs et I'autre les 24 cartes restantes.

Il yadonc (g) x (34) = 56 x 276 = 15 456 mains contenant trois coeurs.

f) combien ya-t'il de mains comprenant au moins trois coeurs ?

Il s'agit ici de la réunion d'ensembles disjoints : celui des mains contenant exactement trois coeurs, celui
des mains contenant exactement quatre coeurs et enfin celui des mains contenant exactement 5 coeurs.

On trouve donc : (g) x (34) + (j) % (]2-4) + (g) < (34)
g) Combien ya-t'il de mains comprenant deux valets ou un roi ?

Le "ou" est a priori inclusif.

Il y a deux fagons de traiter la question.

Soit E l'ensemble des mains solutions. E peut s'écrire comme la réunion de trois ensembles disjoints :
celui des mains comprenant un roi et 0,1,3 ou 4 valet(s), celui des mains comprenant deux valets et 0,2 ou
3 roi(s), et enfin celui des mains comprenant deux valets et un roi.

Les deux premiers ensembles apparaissent aussi comme la réunion d'ensembles disjoints (en fonction du
nombre de valets et de rois).

On peut en déterminer leurs cardinaux en modélisant la situation le tirage de boules dans trois urnes, la
premiere ne contenant que les rois, la deuxieme que les valets et la troisieme les autres cartes.

Le cardinal du premier ensemble est alors :

D)x6) @)+ @O *D*G)+D*G) )+ D=6

Ce qui donne 75276 mains.
Le cardinal du deuxiéme ensemble est alors :

) <G <G+ Q=)=+ G =G)*E")
Ce qui donne 13032 mains.

Le cardinal du troisiéme ensemble est:
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D)3

Ce qui donne 6624 mains.

On a donc 75276+13032 +6624 = 94932 mains possibles.

L'autre méthode consiste a écrire E comme la réunion de deux ensembles : celui des mains contenant
deux valets (que I'on peut noter V) et celui des mains contenant un roi (que I'on peut noter R).

Mais ces deux ensembles ne sont pas disjoints (il y a des mains contenant deux valets et un roi.)

On a donc card(E) = card(V) + card(R) — card(V N R).

En se référant au modele des urnes, on trouve :

_(4 28 4 28 4 4 24
card(E) = (2) * (3 )+ (1) * (4 )_ (1) * (2) * (2 )
Ce qui donne card(E) = 6 x 3276 +4x 20475 — 4 x 6 x 276 = 94 932
On remarquera que cette seconde méthode est ici bien plus rapide.

h) combien ya-t'il de mains comprenant exactement trois coeurs et 2 valets ?

Ici le probléeme vient du fait qu'un des deux valets peut étre le valet de coeur. Il y a donc deux cas
possibles correspondant a deux ensembles disjoints.

Le premier ensemble est celui des mains contenant deux valets mais pas le valet de coeur, trois coeurs,
mais pas le valet de coeur.

Le deuxieme ensemble est celui des mains contenant le valet de coeur, un autre valet et deux autres
coeurs.

Il manque alors une carte qui n'est ni un valet ni un coeur.

On modélise la situation sous la forme de tirages de boules dans différentes urnes.

La premiere urne contient le valet de coeur, la deuxieme les trois autres valets, la troisiéme les sept
autres coeurs, et la derniere les 21 cartes restantes.

omatmncedone (3 3) x () (21 () x (3 (1) (2 s

Cequidonnel x3x35x1+1x3x21x21=1428 mains contenant deux valets et trois coeurs.

Exemple 3 : On distribue toutedes cartes d'un jeu de 32 cartes a 4 joueurs A,B,C et D.
a) Combien a'on de distributions possibles ?

Habituellement on distribue les cartes d'un jeu une par une, mais on peut imaginer un autre procédé.
On place toutes les cartes (sous forme de boules) dans une urne. Le joueur A vient chercher ses 8 cartes.

Pour cela il extrait simultanément 8 boules de l'urne. Il a (35) facons de le faire. Il reste alors 24

cartes/boules dans l'urne. Le joueur B vient chercher ses 8 cartes par le méme procédé : il a (23) facons
16)

de le faire. Il reste 16 cartes/boules dans l'urne. Le joueur C vient alors chercher ses 8 cartes. Il a ( 3

facons de le faire. Les 8 cartes restantes sont celles du joueur D.
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Nous avons donc une opération a trois étapes.

llyadonc (32) x (24) x (éG) — 99 561 092 450 391 000 distributions possibles.

b) Combien y &-il de distributions telles que chaque joueur ait un as ?

On reprend le méme principe, mais cette fois-ci on met deux urnes : 1'une contenant les 4 as, l'autre les 28
cartes restantes.

L'opération de distribution est encore en trois étapes, mais cahque étape se partage en deux.

Le joueur A prend une boule dans l'urne "as" : il a 4 facons de la faire et 7 boules simultanément dans

I'urne "cartes" : il a (?8) facons de le faire. Puis le joueur B prend une boule dans I'urne "as" : il a 3 facons

de le faire, et 7 boules parmi les 21 restantes de I'urne "cartes" : il a (;1) facons de le faire.

Enfin le joueur C prend une boule dans l'urne "as" : il a 2 facons de le faire, puis 7 boules parmi les 14
restantes de I'urne "cartes" : il a (%4) facons de le faire.

Le joueur D est alors servi.

Iy a donc 4 (%8) x 3 (;1) x 2 (%4) = 11 340 440 341 401 600 distributions de ce type.

c) Combien vy &-il de distributions tellesque deux joueurs se partagent les as ?

La difficulté ici provient du fait que les quatre joueurs ne sont plus interchangeables comme dans les cas
précédents. Il n'y a plus une symétrie des roles. Autrement dit, on a induit un ordre.
Il faudra donc commencer par "choisir" les deux joueurs qui auront les as.
Le fait qu'ils se partagent les as signifie que chacun a au moins un as.
Deux situations se présentent alors :
£ OTEO O ETI OAOO A OOITEO AOh O1 EIT OAOO A O1 AO .
Z OI1 EjGueulsArd @ux as chacun et les deux autres aucun.

On va dénombrer le nombre de distributions pour chaque situation.
On commence par traduire le probléeme sous la forme d'un modeéle d'urnes.
Une premiere urne contient les noms des quatre joueurs : elle servira a désigner les deux joueurs qui
auront les as, une deuxieme urne contient les 4 as, et enfin la troisieme urne contient les 28 cartes
restantes.
La distribution d'un jeu est une opération a plusieurs étapes. Détaillons ces étapes pour le premier cas :

Z /1 OEOA OT A AT OIA AAT O 1T A POAI ET OA OOT A ¢ AA
le faire.

Z /1 OEOA OT A AOOOA AT OI A AATO 1T A DPOAI ET OA OOT A
facons de le faire. L'as restant est alors donné au joueur qui n'a qu'un as.

E ,A ET OAOO NOE A 1 AO OOIEO A(gﬁ)faa)ﬁﬁeﬁlefamre.,&'l' Ol A0 AA]
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E A Ei OAOO NOE A 1AO 0OTEO A@S)@ago@smemfair&r 51 A0 AA
E ,A Ei OAOO ROE T2A ROoOI AO @%)@&)ns)dele@éﬁr@i,&é AAT O
g, 001 AAO ETOAOOO NOE ToA PAO AoPPlastmEd k fate. LAT O
joueur restant prend les 8 dernieres boules de 1'urne.

4 28 23 16\ 4o : :
Ilyadonc4 x 3 x (3) x (5 ) x (7 ) x (8 ) distributions dans lesquelles un des joueurs a trois as et un

autre a un as.

Examinons les étapes pour le second cas. Ici deux joueurs ont deux as. Ils ont des roles symétriques.
E /1 AEITEOEO 1AO 11i10 AAO AAOG@w EI OAOOO NC)([—‘Z‘) AO
facons de le faire.
g 001 AA AAO AAOQG ET OA0O0O b (ffifsonsiidiGrtre Batrefohed 1
prendra les deux as restants.
E 0OOEO El AEIEOEO ¢ Al (GF)k@nsheddtae | A 00T EOETTA 0O
£ ,0AOOOA EI OAOO AUAT O AAGE A0 AF)MtEdlemireAl 01 AO
Z , 001 AAO AyhnOds dEsltifd B KoDed dahs Ia Aroisiéme urne. Il a (éG) facons de le faire.

L'autre joueur recevra les 8 boules restantes.

Il y a donc (g) x (g) x (28) x (22) x (éG) distributions dans lesquelles deux joueurs ont chacun deux

as.

Au total, on aura:

43 () () () <)+ ()5 (6) (6 ) (")

= 27908 114 902 668 000distributions.

Une question reste en suspens.

Nous avons effectué les différentes de nos opérations dans un certain ordre. Aurait-on trouvé le méme
résultat avec un ordre différent ?

Prenons par exemple le deuxieme cas.

On conserve les deux premieres étapes qui ne sont pas "modifiables"” : il faudra désigner deux joueurs
parmi 4 pour avoir les deux as, et il faudra donner deux as et 1'un de ces deux joueurs.

Les trois dernieres étapes auraient pu étre :

E 001 AAO Ei OAOOO 1 0AUAT O D(%%;fadbmé‘edbfa@dé(‘)/l w Al O1 .

F 001 AAO ET &Adahauleddsndliue 341h (FD) fagons de e faire.
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# ,0A000A EIOAGO T2oAUAT O DAO (Apfabods dOIERIA Lap6 bhiled] AC
restantes sont données au dernier joueur.
Les deux premieres étapes étant identiques, le probleme revient a savoir sil'on a:

6)*E) () =)~ E) (")

Un simple calcul montre I'égalité : (2°) x (22) x () = 361771859 849 400 et (2°) x (2°) x (34) =

6 6 8 8 6 8
361 771 859 849 400
Mais cette méthode est peu satisfaisante.
Montrons cette égalité en utilisant les factorielles.

281 221 16l 28|
(28) x (22) * @6) T 5221 6l161 88l 6161818l

281 201 14l 28|
(38) * (20) * @4) T 81201 61141 6I81  6!6!818!

Et

Exemple 4 : Anagramme.

Combien de mots différents peoh écrire avec toutes les lettres du mot :

a) pilote

Il s'agit ici simplement de changer I'ordre des lettres, ce qui revient a écrire des permutations de la liste
(p,i,Lote).

On sait qu'il y a 6! = 720 permutations de cette liste.

b) assassins

Ici le probléme vient de la répétition de certaines lettres. Si 1'on part de la liste (a,S,5,8,S,5,1,n,S) et que
I'on numérote par exemple les deux a, on aura:

(a,ssa,55S,,n,S). Une permutation de cette liste est par exemple : (&,8,,S,5,S,5,1,Nn,S), une autre
permutation sera (a,,&,S5S,S,Si,nS). Il s'agit e deux permutations différentes. Pourtant elles

correspondent au méme anagramme : aassssins.

Si on compte les permutations, on comptera celles-ci pour 2 éléments différents.

Il faut donc procéder autrement.

Dans le mot "assassins", nous avons 2 "a",5"s", 1 "i"et1 "n".

Un anagramme de ce mot est un mot de 9 lettres contenant 2 "a", 5 "s", 1 "i" et 1 "n".

Pour écrire un tel mot on peut prendre 9 cases numérotées de 1 a 9.

1 12 |3 |4 |5 |6 |7 |89
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On place d'abord les 2 "a" (par exemple)

1 12 |3 |4 |5 |6 |7 |89

Puis on place par exemple les 5 "s

1 12 |3 |4 |5 |6 |7 |89

Et ainsi de suite.
Pour effectuer un placement, on peut mettre 9 boules numérotées de 1 a 9 dans une urne.

On en extrait simultanément 2 : elles donneront les places des "a". Il y a (g) facons de le faire.

Puis on en extrait 5 sur les 7 restantes : elles donneront les places des "5". 11y a (7) fagons de le faire.

5
On en extrait une sur les deux restantes pour avoir la place du "n". On a deux facons de le faire.

Le "i" prend la derniere place restante.

On obtient donc: (g) x (g) x 2 = 1512 anagrammes du mot "assassins".

Comme dans l'exemple précédent, on peut se demander si I'on obtient bien le méme résultat si 1'on
commence les placements autrement.
Si par exemple, on place successivement le "i", les 2 "a", le "n", les "s" seront placés dans les cases

restantes, on obtient 9 x (2) X 6 anagrammes.

. 8 _
On a bien 9 % (2) x 6 = 1512.
Les deux résultats sont identiques, mais on peut vouloir savoir ce qui explique cette identité.

9 7 9 7! 9
ona (5)*(g) 2= o 5o 2= s
On a egalem nt9><(8)><6—9>< il ><6—9X8!X6— !

acgaleme 2) TP T ¥ o6 *° T T o6l 215l
o]

Le résultat obtenu est intéressant par sa régularité. On pourrait I'écrire : m

Il correspond au nombre de permutations des 9 lettres divisés par le produit du nombre de permutations
de chacune des lettres du mot.
Prenons par exemple le mot : "ananas". Il contient 3 "a", 2 "n" et 1 "s". On peut vérifier aisément que le
nombre d'anagrammes de ce mot est égal a:

6!

3121 00
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3.7) Codage

Nous avons traité un certains nombre de situation en partant du modele de l'urne et des tirages

successifs.
Une autre démarche assez fréquente est celle du "codage".
Commencons par mettre en place I'exemple de base.

Combien de "mots" de longueurpeut-on écrire ave® (p < n) "0" et(n —p) "1"?

Il s'agit exactement de la méme démarche que pour les anagrammes.

: n! n
Le résul récédent n lai nser qu il ——— "mots" ‘est-a-dir .
e résultat précédent nous laisse penser quily a -~ ots" de ce type, c'est-a-dire (p)

Pour s'en convaincre, il suffit de s'apercevoir que pour écrire un tel mots il suffit de choisir p cases parmi
n cases numérotées de 1 a n. On place les "0" dans ces p cases et les "1" dans les (n — p) restantes.
Autrement dit on extrait simultanément p boules d'une urne contenant n boules numérotées de 1 a n. Ces
p boules correspondent aux numéros des cases ou l'on placera les "0".

n
Il y a bien stir (p) facons de le faire.

Chemins
On consideére la grille suivante :

D

On doit aller du point D au point A en se déplacant le long de la grille uniquement vers le haut ou vers la
droite.

On appelle chemin tout déplacement de ce type.

Combien a-t'on de chemins de D vers A ?

Un chemin peut se décrire comme une série d 'ordres se résumant a M pour "monter"” et D pour "tourner
a droite".

Par exemple MDDMMDDDDMD est un chemin.

On peut coder cette grille de la fagon suivante :
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0

D 1 1 1 1 1 1 1

Le chemin précédent s'écrit alors: 01100111101.

C'est un mot de longueur 11, contenant 4 "0" et 7 "1".

Tout chemin peut étre représenté par un mot de ce type.

Réciproquement, tout mot de ce tvpe représente bien un chemin. Par exemple

A

0

D 1 1 1 1 1 1 1

On a comme codage : 11100111101

Il y a autant de chemins que de tels mots. On sait qu'il y a (11) = 330 mots de ce type, donc chemins de D

4
vers A.

On choisit maintenant un point B sur la grille. Combien de chemins passent par B ?
Un exemple est le suivant.




Se rendre de D a A en passant par B est une opération a deux étapes : suivre un chemin de D jusqu'a B,
puis un chemin de B jusqu'a A.

5 . . \ 6
llya (2) = 10 chemins de D jusqu'a B et (

2) = 15 chemins de B jusqu'a A. Il y a donc 10 x 15 = 150

chemins passant par B.

Les deux exemples précédents se généralisent sans difficulté a une grille comportant n cases sur sa
"longueur” et p cases sur sa "hauteur".

Tiroirs

On veut ranger 10 objets identiques dans 6 tiroirs (qui peuvent rester éventuellement vide). De combien
de facons peut-on le faire?

On aura par exemple :

000 0000 0 00

Un autre cas pourrait étre celui-ci :

0000 000000

Dans le représentation des tiroirs que nous venons de faire, le « fond » ne sert a rien.
‘ ‘ 000 ‘ 0000 ‘ ‘ 0 ‘ 00 ‘
Ou bien

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0000 ‘ 000000 ‘

La délimitation de gauche du premier tiroir et celle de droite du dernier ne servent pas non plus (on
considerera que le premier tiroir est celui qui est avant la premiere barre et le dernier celui qui est apres
la derniere barre, ces barres sont en rouge sur le schéma).

Il ne reste plus qu'a remplacer les barres par des "1" et les o par des "0".

On obtient pour le premier placement : 100010000110100, et pour le second : 111100001000000.

C'est-a-dire deux "mots" de longueur 15 comprenant 10 "0" et 5 "1".
Réciproquement tout mot de cette sorte peut étre traduit en tiroirs et objets.

Par exemple 111000001000100 devient

‘ ‘ ‘ ‘ 00000 ‘ 000 ‘ 00 ‘
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Il y a donc autant de facons de ranger ces 10 objets identiques dans ces 6 tiroirs que de mots de longueur
15 comprenant 10 "0" et 5 "1".

On adonc (éS) = 3003 fagons de ranger les 10 objets.

On généralise sans peine a n objets dans p tiroirs.
(n+p-—1)!

. (n+tp—1\ _
Ontrouvera.( n ) 2 (p— D!

facons de ranger n objets identiques dans p tiroirs.

V) Les proprietés des coefficients binomiaux

4.1) Quelgues cas particuliers

n
On appelle coefficients binomiaux les nombres entiers de la forme (p)

On a pour tout entier n :

!
(0) = o=
!
() = =1
Ona
!
(1) = 1!(nn—1)!:"
L") = Tommit
n-1) T e "
Ona:
! -1
(2) = 2!(nn—2)!:n(n2 :
( n ) _ n! :n(n—l)
n—2 2l (n—2)! 2

n
Par convention , si p > n, (p) = 0 (ce qui correspond au fait que l'on puisse pas extraire plus de n
éléments dans un ensemble de cardinal n.

n
De la méme fagon si p < 0 on prendra (p) =0.

4.2 ) Deux formules plus générales

a)VnEN,VpEN,(;) :(nfp)
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Il y a deux fagons de montrer cette formule.
La premiere utilise les principes du dénombrement.

n
(p) correspond au nombre de sous-ensembles de p éléments que contient un ensemble contenant n

élements.

Pour obtenir de tels sous-ensembles, on peut placer n boules dans une urne, chacune représentant un
élément de 1'ensemble. On procéde au tirage simultané de p boules. Il reste dans 1'urne (n — p) boules.
Autrement dit, chaque fois que I'on obtient un sous-ensemble de p éléments on obtient simultanément un
sous-ensemble de (n — p) éléments qui est son complémentaire.

Appelons E |'ensemble initial.

Soit E,, la famille de sous-ensembles de E contenant p éléments. On définit de méme E,,_,,.

Soit f I'application de E, dans E,,_, qui a tout élément de E,, fait correspondre son complémentaire.

Cette application est une bijection.

En effet deux ensembles distincts ont des complémentaires distincts, ce qui prouve que f est une
injection.

Et quelquesoit un élément de E,,_,, son complémentaire est un élément de E, qui a pour complémentaire
cet élément de E,,_,,.

Ce qui prouve que f est surjective.

f étant une bijection entre deux ensembles finis, ces deux ensembles ont le méme nombre d'éléments.

Or card(E,) = (Z) etcard(E,_,) = (Z _ p)'

On peut également démontrer cette formule par le calcul.
On a évidemment

n n!
(P) - p!(n —p)!

n _ n!
(i-p) = G
Ce qui prouve 1'égalité.
n n—-1
b)vn € N,Vp € N, telque 1 < p < n, p(p) =n<p_1)

Démontrons cette formule par le calcul.

n _ n! _ n!
p(p) = Pria=p) -DI-p)!

n—1\ _ (n—1)! _ n!
n<P—1) T "e-Dn-p)! @-Dm-p)

Ce qu'il fallait démontrer.

4.3) La formule de Pascal

Onavn e N,Vp € N, telquel <p <n,
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(n) _ (n—l)_l_(n—l)

p p p-1

On peut donner cette fois-ci encore deux sortes de preuves de cette formule.
On peut bien entendu procéder par le calcul.

<n—1)+(n—1) _ (n—1)! N (n—1)!

p p—1)  pln—-1-p) (p-D!(n-Dp)!
(n—P)x(n—l)!+P><(n—1)!

p!(n—p)! p!(n—p)!
_ (-pr+p)x®m-1)
p!(n—p)!
nx(n-—1)!
p!(n—p)!

= ()

On peut donner également une preuve combinatoire.
n
llya (p) sous-ensembles de p élements dans un ensemble E contenant n éléments.

Soit a un élément quelconque de E.

Il a deux sortes de sous-ensembles de E contenant p éléments : ceux qui contiennent a et ceux qui ne
contiennent pas a.

En conservant la notation du 4-2) on peut écrire E, comme la réunion de deux ensembles disjoints que
I'on notera E,,; et Epz.

Pour obtenir un ensemble appartenant a E,,, il faut avoir p — 1 éléments de E que I'on prend parmi les

pa:
n — 1 élements de E qui sont différents de a.

_(n—-1
On a donc card(E,,) = (p _ 1).
Pour obtenir un ensemble appartenant a E,,z, il faut prendre p élements de E parmi les n — 1 élements de

E distincts de a. On a donc:
card(E,z) = (n ; 1).

Comme card(E,) = card(E,,) + card(E,z), on a bien la formule cherchée.

4-4) L a formule du bindbme de Newton

Cette formule est trés importante et sera utilisée dans de nombreuses situations.
n

Va € R, Vb € R, Vn € N*, (a + b)" = z (Z) akpnk
k=0
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Nous allons en faire une démonstration par récurrence pour n2 1. a et b étant deux nombres réels

quelconques que I'on supposera non nuls.
n

Soit (B,) : (a+ b)* = Z () ab

k=0
Vérifions (P;).
(a+b)t=a+b

1 akbl=% = a1 +alp® =aq+ b

MH
A~
Rﬂ
~—~—

k=0

vm = 1, montrons que (B,,) vraie implique (P,,+1) vraie.

B @by =S (M) akbn
ar kzzo(k )1“

(Pp+1): ( p)ym+l = m+1 kpm—k
1):a+ kZO( K )a

(a+b)""t=(@+b)"x(a+b)=(a+b)" xa+ (a+b)" xb.

Donc d'apres la propriété de récurrence :

m m m

=), (et v (et =) ()airt ey (s
k=0 k=0 k=0

i M\ k+lpm—k _Z ak+lpm—k-1+1 :i k+1bm—k—1b:b§: M\ k1 pm—(k+1)

4 (1) 4 (i) i a (1)

Pour continuer nous allons procéder a un changement d'indices :

m k+1—m+l
bz (k k+1bm (k+1) — p, Z k+1bm (k+1)
k=0 k+1=1
Onposej=k+ 1 ona:
m j—1+1=m+1
MY 1 pm—(k+1) — Z m j—1+1pm—(j —1+1)
bZ(k)a b b (j—1)@ "
k=0 j-1+1=1
Donc
m m+1
MY k+1pm—(k+1) — Z m j pm—j
Z (k)b b (j-1)@b
k=0 j=1

Lavariable j comme k étant "muette"”, on peut écrire en remplacant | par K :
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m m+1

Z (Zl) ak+lpm—(k+1) — Z (krf 1) akpm+i-k

k=0 k=1

Or d'apreés la formule de Pascal :
("rD=0)+G")

Donc
(krfl) - (m; 1) - Gcn)
On en tire
k=m+1 k=m+1 k=m+1
A e N T
k=1 k=1 =1
On adonc
k=m+1 . k=m+1 k=m
+ m m
(a+b)ym*t = Z (mk )akbm+1—k _ z (k )akbm+1—k + Z (k )akbm—k+l
k=1 k=1 k=0
=S +1 _ < m - < MY krm—k+1 4 (Y 0pm—0+1
D, (e e maT= 3 () abrriin b () atbr it () ab”
kk=1 . k=1 k=1
=m+
Z (ml_: 1) (m,: 1) akpm+i-k 4 pm+1
k=1
_ kj:llﬂ (ml-: 1) akpm+i-k 4 (mc')" 1) 20pm—0+1
_ N (ml:— 1) akpm+i-k
k=1

Ce qu'il fallait démontrer.

La formule est donc prouvée pour tout entier n > 1.
0
Pourn=0,sia# 0,b # 0,a+ b # 0,0onabien (a+ b)° = Z (2) akpO=k (2) akb%* puisque 1 = 1.
k=0
Pour les autres cas, il y a le probléme de 0°.

En appliquant cette formule, on trouve aisément :
(a+b) =a’ +7a% + 21a°b? + 35a*b® + 35a°bh* + 21a?b°® + 7ab® + b’
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Une présentation pratique : le triangle de Pascal

1
3 1
6 | 4 1

10 | 10 | 5 1
1512015 | 6 1
21 (35|35 (21| 7 1

N I Y IS S e e

NGB -

Quelques cas particuliers concernant la formule du binbme de N __ewton :

n n

Cray = (p) = (1)«

k=0 k=0

n

En remplacant x par 1, on trouve: (1+1)" = Z (
k=0

) 1*1"=*  ce qui donne :

& S

Formule dont on peut donner une preuve combinatoire.
En effet 2" représente le nombre de sous-ensembles d'un ensemble a n éléments.
En gardant les notations du 4-2) on peut écrire

n
P(E):EoUEl U"'UEn:UEk'
k=1

OrVvk,0 <k <n,card(Ey) = (Z) et tous les ensembles E; sont disjoints deux a deux. On a donc:

n n

card(P(E)) = Z card(E;) = Z (Z)

k=0 k=0
n

Et comme card(P(E)) = 2", on a bien Z (Z) = 2"
k=0

n

Enremplacantx par —1,onapourn>1: (-1+1)" = Z (Z) (—1)*, ce qui donne :
k=0
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n

> (v =c

k=0

Sil'on reprend la formule générale et que I'on remplace a par x et b par 1 — x, on obtient :

(x+1-—x)"= Z (Z) xk(1—x)n*
=0
Et donc

n
n
Z (k) xk(A—-x)" k=1
k=0
Cette écriture aura particulierement d'intérét quand X est un nombre réel compris entre 0 et 1 et peut

donc représenter une probabilité. Par exemple :
n k n—k
n (1\" /2 _1
Z (i) (5) (5) B
k=0

4-5) Sommes de coefficients binomiaux

On a la formule suivante :
n

+
vn € N,pour tout entier p telque 0 < p < n, Z (k) = (n 1)

14 p+1
k=p
Démontrons cette formule par récurrence sur n.
On apourn = p,
p
k\ _ (p\ _
Z (p) B (p) =1
k=p
p+ l) _
(p +1 =1
La formule est donc initialisée.
n n+1
k n+1 k n+2
> 1 = =
Vn = p, montrons que si k% (p) (p + 1) alors kZ::p (p) (p + 1)
Ona
n+1 n
2 ()=26)+ () =6+ (") =0)
14 p p p+1 14 p+1
k=p k=p

Il y a donc hérédité et la formule est donc démontrée.
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4-5) La formule de Vandermonde

La formule de Vandermonde est la suivante : a,b et n étant trois entiers, on a:
n

(WG20=(2")

k=0

Montrons d'abord que cette formule est vraiesin > a + b

On a dans ce cas (a :l_ b) =0.

n a n
Ecrivons la somme kZO (Z) (n f k) sous la forme kZO (i) (n E k) + k:ZHl (i) (n E k)'

La deuxiéme partie de cette expression est égale a 0. En effet, Vk > a+ 1,ona k = a donc (Z) =0.

n a

onadone ) (1)(, 2 )= 2 () (2 ).

Orvk<a -k>=—-aetdoncn—k>n—a Orn>a+b donne n—a>b donc n—k >>b et donc

(fl_k):o.

a n

Donc 2(2)(71316) = 0 etdonc Z(Z)(ngk)zo

On se place maintenant dans le cas oun < a + b.
Démontrons cette formule par récurrence sur n.

On considére la propriété (P,) : Va € N,Vb € N,zn: (Z) (n E k) = (a :z- b).
k=0

Montrons que (Py) est vraie.

0
(Po):Va € N,vb € N,Z () (g ) z (@ : by
k=0

0

;(Z)(oﬁk)=(g)(g)=1x1:1 et (agb):l
D_onc la propriété (Py) est vraie.

n n+1
vz s 3 (), )= (¢ 1), ) =2
k=0 k=0
n+l
Si b = 0, cette relation est vraie. En effet Z (Z) (n N 8 ~ k) = (n _‘:_ 1) = (:ll _|+_ (1))
k=0

On prendra dans la suite b > 1.
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On a d'aprés la formule de Pascal : ( b ) = ( b—=1 ) + (b B 1).

n+l—-k n+l—-k n—k
bone n+l b n+l b 1 n+l b 1
a a — a —
2,061 = 206110+ 2 WG
Or
n+1a h—1 . a\ /b —1 a b—1
> HEZD=YOEID 6 ety
=Y MEZD ()Y
DRI AN
n
=2 WG
%0 AiTA AGADOI O 1A OAI AGEI1 AA OF AGOOAT AAR
n+l
> ET=(rey
On a donc pour toute valeur de b )
n+1a b n+1a b1 a+b—1
261 )=2 0T+
k=0 k=0
pone n+1 n+1 -
+h—
kzo n+1 k Z n+l k - a n )
Donc pour tout nombre entier j
n+1 a . n+1 a 1 a+]'_1
kzzo(k)(n-ki_k)_kz:o(k)(nil_k):( n )
Posons
n+l ]
. a
9= (1)

, 671 CAIT EOi bDOi Ai AAT OA 087 AOEO
N ey (atj—1
fH-fG-v=""1"")
En sommant toutes les égalités quand on fait varier j de 1 a b, on obtient
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zb:f(i)—f(i—l)=zb:(a+£_l)
$5ADOI O 1A OICIA AAG ATIEITOR T1 A
f(b)—f(0)=zb:(a+fl_1)
j=1
Donc ,

_ a+j-1
fy=f@+ > (*TI7Y)
j=1
01T 60 OA OATATAO U 1T A &£ Oi 01 A Ade. 18vh DBOT AT ATTO U
On peut écrire

b a+j—-1l=a+b-1 a+b—1
+j— +j—-1 [
X I ENC
/1T A AéAOOOA PAOO
n+1
f(0) :Z(Z)(n+?.—k) = (n-cll-l)

k=0
0 _
Eneffetpourk<n+1,n+1—k>0,donc(n+1_k)—0.

pourk =n+1.(4) (1 ) = (1) (0) = (2 1)

On a donc
n+l 4 b a a+b—1 ;
;;(k)gp+1_k):(n+1)+ zz CJ
= i=a
Deux cas se présentent :
si a < n, alors on peut écrire :
a+b—-1 ] n—1 ] a+b—1 ]
z A z [ Z [
] i=a (Tl) i=a (Tl) ’ i=n <Tl)
CommeV i,telquea <i<n-1, (;L):O ona
n—-1 ]
2.(;)=0
1=a
Donc
a+b—-1 ) a+b—-1 ]
Z (rll) =0+ Z (Tll) = (z : li) d'aprésle 4.5
Or (n _C:_ 1) = 0, puisque a <l7—1a+ 1. -
Donc
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Sia=n,ona

2. =2 ()-20)
$6ADOTO 1A t8uh 11 A )
a+b—-1

Et donc

Z(Z)(n+i—k):(n-cll-l)_l_(Z:l]?_)_(n-cll-l):(?LIi)

=0

=

Ce qu'il fallait démontrer.

Une application classique de la formule de Vandermonde est la suivante :

sitonprenda=b =monentie: ' (1)(," ) = (=) = (2.
k=0

Or (n E k) = (Z) On obtient donc

2
K

Eﬁ:

(%)

=~
Il
(=]
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