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I)  Principes généraux  

1.1)  De quoi s'agit -il ? 
 

Dénombrer c'est compter. 

S'il s'agit simplement de compter dans un petit nombre de cas, on n'aura pas besoin de méthodes 

particulières. Bien évidemment la question est différente si le nombre de possibles est grand, ou si l'on 

n'a qu'une faible idée de son importance. 

Par exemple, combien de codes de "digicode" peut-on créer si un code contient trois lettres et deux 

chiffres ? Le résultat est important pour celui qui veut protéger sa maison par un tel codage, ou pour celui 

qui ayant oublié le code est amené à essayer "tous les codes possibles". 

Ce problème sera central en probabilité, puisque nous savons qu'en situation d'équiprobabilité la 

probabilité d'un évènement est le nombre de cas favorables à sa réalisation divisé par le nombre de cas 

possibles. 

1.2)  Ensembles finis et ensembles infinis  
 

Nous avons déjà rencontré les notions d'ensembles finis, d'ensembles infinis et de cardinal. 

Nous allons simplement préciser ici la notion d'ensemble dénombrable. 

 

DDEEFFIINNIITTIIOONN  On dit qu'un ensemble E est dénombrable si il existe une bijection de E sur ℕ   

 

ℤ ,ℕ×ℕ sont des ensembles dénombrables; ℚ est dénombrable ; ℝ n'est pas dénombrable. 

1.3)  Nombre d'éléments d'un sous -ensemble  
 

    Soit un ensemble fini E de cardinal n. Soit 𝐴 un sous-ensemble de 𝐸. On a évidemment  

𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐴 ≤ 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐸  

En effet si 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐴 >  𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐸 signifie qu'il y a au moins un élément de 𝐴 qui n'est pas dans 𝐸 puisque 𝐴 

contient plus d'éléments que 𝐸.  

Donc 𝐴 ne peut pas être contenu dans 𝐸. 

Si l'ensemble 𝐴 est « strictement inclus » dans 𝐸 (c'est-à-dire inclus et différent) alors il existe au moins 

un élément de 𝐸 qui n'est pas dans 𝐴.  

On a donc : 

 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐴) < 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐸) 

 

Par contre si 𝐴 ⊂ 𝐸 et 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐴)  =  𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐸) alors 𝐴 = 𝐸. 

En effet tout élément de 𝐴 est un élément de 𝐸. Si 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐴 =  𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐸 ,l n'y pas d'autres éléments dans 𝐸 

que ceux contenus dans 𝐴. 

On a donc bien 𝐴 = 𝐸. 
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1.4)  Nombre d'éléments de la réunion d'ensembles disjoints : règle 

d'addition  
 

Règle 1: 

La réunion de deux ensembles finis disjoints est un ensemble fini dont le nombre d'éléments est 

égal à la somme des nombres d'éléments de ces deux ensembles.  

 

Autrement dit : si 𝐴 et 𝐵 sont deux ensembles finis tels que 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅ alors  

𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐴) + 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐵)  

 

TTHHEEOORREEMMEE  
Toute réunion finie d'ensembles finis disjoints deux à deux est un ensemble fini 

dont le cardinal est égal à la somme des car dinaux de ces ensembles.   

 

On considère une famille finie d'ensembles finis  𝐴𝑘 1≤𝑘≤𝑛  telle que si 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 et 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 avec 

𝑖 ≠ 𝑗, 𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 = ∅, alors : 

 𝑐𝑎𝑟𝑑   𝐴𝑘

𝑛

𝑘=1

 =  𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐴𝑘)

𝑛

𝑘=1

 

Ce théorème se démontre par récurrence. La relation est vraie pour deux ensembles comme cela a été 

énoncé dans la règle 1. 

Si elle est vraie pour un entier 𝑚 ≥ 2, c'est--à-dire si quelle que soit la famille de 𝑚 ensembles disjoints 

deux à deux, leur réunion est un ensemble fini de cardinal égal à la somme des cardinaux de ces deux 

ensembles, on démontre qu'elle reste vraie pour une famille de 𝑚 + 1 ensembles disjoints deux à deux. 

 

Soit  𝐴𝑖 1≤𝑖≤𝑚+1 une telle famille. 

Soit 𝐵 =  𝐴𝑖

𝑚

𝑖=1

. 

On sait que 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐵 =  𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐴𝑖)

𝑚

𝑖=1

. 

     𝐴𝑖

𝑚+1

𝑖=1

=   𝐴𝑖

𝑚

𝑖=1

 ∪ 𝐴𝑚+1 = 𝐵 ∪ 𝐴𝑚+1 

Or 𝐵 ∩ 𝐴𝑚+1 = ∅, puisque ∀𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑚+1 = ∅. 

 

Donc d'après la règle 1,  

𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐵 ∪ 𝐴𝑚+1 = 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐵 + 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐴𝑚+1  

=  𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐴𝑖

𝑚

𝑖=1

) + 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐴𝑚+1  
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=  𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐴𝑖)

𝑚+1

𝑖=1

 

Cas d'une partition finie :  

Toute partition finie d'un ensemble fini est constituée de sous ensembles non vides de 𝐸, disjoints deux à 

deux et dont la réunion forme 𝐸. 

Donc si  𝐴𝑖 1≤𝑖≤𝑛  est une partition de 𝐸, on aura : 

𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐸) =  𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐴𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

En particulier, comme 𝐴 ∪ 𝐴 =E et que 𝐴 ∩ 𝐴 = ∅, on a 

 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐸) = 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐴) + 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐴 )  

      

Le lemme des "Bergers"  

On considère une partition de 𝐸 en ensembles  𝐴𝑖 𝑖∈ 1,𝑛   ayant le même nombre d'éléments. Soit 

𝑚 = card 𝐴𝑖 , ∀𝑖  

On aura 

𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐸 = 𝑚 × 𝑛. 

 

Pour compter les éléments d'un ensemble, on  peut  réalise r  une partition de cet ensemble de 

façon à ce que tous les ensembles de la partition aient  le même nombre d'éléments  (si c'est 

possible, il ne faut pas que le nombre d'éléments de l'ensemble soit un nombre premier). 

1.5)  Nombre d'éléments de la réunion d'ensembles  
 

TTHHEEOORREEMMEE  
Soient A et B deux ensembles finis, on a :  
card 𝐴 ∪ 𝐵 = card 𝐴 + card 𝐵 − card 𝐴 ∩ 𝐵  

 

La démonstration repose sur l'écriture 

𝐴 =  𝐴 − 𝐵 ∪  𝐴 ∩ 𝐵  

𝐵 =  𝐵 − 𝐴 ∪  𝐴 ∩ 𝐵  

 

L'ensemble (𝐴 − 𝐵) est constitué par les éléments de l'ensemble 𝐴 qui ne sont pas des éléments de 

𝐵. C'est pour cela que l'on peut écrire  

𝐴 =  𝐴 − 𝐵 ∪ (𝐴 ∩ 𝐵) 

 

Les ensembles 𝐴 − 𝐵 et 𝐴 ∩ 𝐵  s'ils ne sont pas vides forment une partition de .A  

On aura alors  

card 𝐴 = card 𝐴 − 𝐵 + card⁡(𝐴 ∩ 𝐵) 

𝐴 − 𝐵 est vide si 𝐴 ⊂ 𝐵  (il n'y a aucun élément de 𝐴 qui ne soit pas un élément de 𝐵). 

Alors 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝐵 et 𝐴 ∩ 𝐵 = 𝐴.  
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On a  

card 𝐴 ∪ 𝐵 = card 𝐵  

= card 𝐵 + card 𝐴 − card 𝐴  

= card 𝐵 + card 𝐴 − card 𝐴 ∩ 𝐵  

 

Le cas 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅  a déjà été vu plus haut. 

$Å ÌÁ ÍðÍÅ ÆÁëÏÎ ÑÕÅ ÐÏÕÒ ÌȭÅÎÓÅÍÂÌÅ 𝐴, on écrit : 

𝐵 =  𝐵 − 𝐴 ∩ (𝐵 ∩ 𝐴) 

 

On se place dans le cas où les deux ensembles  𝐵 − 𝐴 et 𝐵 ∩ 𝐴 ne sont pas vides. 

On aura  

card 𝐵 = card 𝐵 − 𝐴 + card(𝐵 ∩ 𝐴) 

On a également : 

𝐴 ∪ 𝐵 =  𝐴 − 𝐵 ∪  𝐴 ∩ 𝐵 ∪  𝐵 − 𝐴 ∩  𝐵 ∩ 𝐴  

=  𝐴 − 𝐵 ∪  𝐵 − 𝐴 ∪ (𝐴 ∩ 𝐵) 

 

Ces trois ensembles sont non vides et disjoints deux à deux : ils forment une partition de 𝐴 ∪ 𝐵.  

On a donc : 

card⁡(𝐴 ∪ 𝐵 = card 𝐴 − 𝐵 + card 𝐵 − 𝐴 + card⁡(𝐴 ∩ 𝐵) 

Ce qui donne :  

card 𝐴 ∪ 𝐵 = card 𝐴 − card 𝐴 ∩ 𝐵 + card 𝐵 − card 𝐴 ∩ 𝐵 + card 𝐴 ∩ 𝐵  

= card 𝐴 + card 𝐵 − card⁡(𝐴 ∩ 𝐵) 

 

Une première généralisation : le cas de trois ensembles  

On veut calculer card 𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶  

En utilisant la formule précédente, on peut écrire  

card 𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶 = card 𝐴 ∪ 𝐵 + card 𝐶 − card  𝐴 ∪ 𝐵 ∩ 𝐶  

Or on sait que :  𝐴 ∪ 𝐵 ∩ 𝐶 =  𝐴 ∩ 𝐶 ∪ (𝐵 ∩ 𝐶) 

On a donc 

card  𝐴 ∪ 𝐵 ∩ 𝐶 = card 𝐴 ∩ 𝐶 + card 𝐵 ∩ 𝐶 − card  𝐴 ∩ 𝐶 ∩  𝐵 ∩ 𝐶   

= card 𝐴 ∩ 𝐶 + card 𝐵 ∩ 𝐶 − card⁡(𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶) 

  

On a donc  

card 𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶 = card 𝐴 ∪ 𝐵 + card 𝐶 −  card 𝐴 ∩ 𝐶 + card 𝐵 ∩ 𝐶 − card 𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶   

= card 𝐴 + card 𝐵 − card 𝐴 ∩ 𝐵 + card 𝐶 − card 𝐴 ∩ 𝐶 − card 𝐵 ∩ 𝐶 + card 𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶  

= card 𝐴 + card 𝐵 + card 𝐶 − (card 𝐴 ∩ 𝐵 + card 𝐴 ∩ 𝐶 + card 𝐵 ∩ 𝐶 )  + card 𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶  

 

 

 

 

 



 
6 

 

1.6) Formule du crible de Sylvester (ou de Poincaré)  
La méthode précédente se généralise pour trouver le cardinal de la réunion d'une famille d'ensembles 

 𝐴𝑖 1≤𝑖≤𝑛   on utilise la formule suivante : 

 

card  𝐴𝑖

𝑛

𝑖=1

 =  card 𝐴𝑖 −

𝑛

𝑖=1

 card 𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗  

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

+  card 𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 ∩ 𝐴𝑘 

1≤𝑖<𝑗<𝑘≤𝑛

+ ⋯

+  −1 𝑛+1 card  𝐴𝑖

𝑛

𝑖=1

  

 

Cette formule se démontre par récurrence. 

Donnons simplement l'idée de la démonstration : 

On écrit  

card  𝐴𝑖

𝑛+1

𝑖=1

 = card  𝐴𝑖

𝑛

𝑖=1

∪ 𝐴𝑛+1 = card  𝐴𝑖

𝑛

𝑖=1

 + card 𝐴𝑛+1 − card  𝐴𝑖

𝑛

𝑖=1

∩ 𝐴𝑛+1  

La première partie se remplace par la formule de récurrence ci-dessus. 

Puis on écrit :  

  𝐴𝑖

𝑛

𝑖=1

 ∩ 𝐴𝑛+1 =  (𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑛+1

𝑛

𝑖=1

) 

 

Et l'on réapplique la formule de récurrence précédente à la famille  𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑛+1 1≤𝑖≤𝑛  

Pour quatre ensembles cette formule s'écrira :  

card 𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶 ∪ 𝐷 = card 𝐴 + card 𝐵 + card 𝐶 + card 𝐷 

− card 𝐴 ∩ 𝐵 − card 𝐴 ∩ 𝐶 − card 𝐴 ∩ 𝐷 − card 𝐵 ∩ 𝐶 − card 𝐵 ∩ 𝐷 − card 𝐶 ∩ 𝐷 

+ card 𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶 + card 𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐷 + card 𝐴 ∩ 𝐶 ∩ 𝐷 + card 𝐵 ∩ 𝐶 ∩ 𝐷 

− card⁡(𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶 ∩ 𝐷) 

II) Produit cartésien - La règle du produit  

2.1) Cardinal du produit cartésien  
 

TTHHEEOORREEMMEE  
On considère une famille finie de n ensembles finis  Ei 1≤i≤n . On a  

card  𝐸𝑖

𝑛

𝑖=1

 =  card(𝐸𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

 

La démonstration se fait par récurrence. 

Pour 𝑛 = 2, nous avons bien : 

card(𝐸1 × 𝐸2) = card(𝐸1) × card(𝐸2) 
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En effet si card 𝐸1 = 𝑛1 et card 𝐸2 = 𝑛2 , pour chacun des 𝑛1 éléments de 𝐸1, on peut construire 𝑛2  

couples dont le premier terme est cet élément et le second l'un des 𝑛2  éléments de 𝐸2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

On a donc 𝑛1 × 𝑛2 couples, ce qui démontre la relation. 

Montrons que si la relation du théorème est vraie pour tout famille de 𝑛 ensembles non vides, elle reste 

vraie pour une famille de 𝑛 + 1 ensembles non vides. 

Pour construire un "𝑛 + 1 - uplet" à partir d'un 𝑛 - uplet, on associe à chaque 𝑛 ɀuplet tous les éléments 

du dernier ensemble. 

On peut donc écrire : 

 𝐸𝑖

𝑛+1

𝑖=1

=  𝐸𝑖

𝑛

𝑖=1

× 𝐸𝑛+1  

 

On a donc 

card  𝐸𝑖

𝑛+1

𝑖=1

 = card  𝐸𝑖

𝑛

𝑖=1

 × card 𝐸𝑛+1  

=  card 𝐸𝑖 ×

𝑛

𝑖=1

card 𝐸𝑛+1  

= card 𝐸1 × card 𝐸2 × …× card 𝐸𝑛 × card 𝐸𝑛+1  

=  card 𝐸𝑖 

𝑛+1

𝑖=1

 

 

Par exemple si 𝐴 = {1,2,3}, 𝐵 = {𝑎, 𝑏}, alors 

𝐴 × 𝐵 = {1,2,3} × {𝑎, 𝑏} = {(1, 𝑎), (1, 𝑏), (2, 𝑎), (2, 𝑏), (3, 𝑎), (3, 𝑏)} 

 

Si l'on veut déterminer 𝐴 × 𝐵 × 𝐶 avec 𝐶 = {𝛼, 𝛽}, on fait : 

{(1, 𝑎, 𝛼), (1, 𝑏, 𝛼), (2, 𝑎, 𝛼), (2, 𝑏, 𝛼), (3, 𝑎, 𝛼), (3, 𝑏, 𝛼), (1, 𝑎, 𝛽), (1, 𝑏, 𝛽), (2, 𝑎, 𝛽), (2, 𝑏, 𝛽), (3, 𝑎, 𝛽), (3, 𝑏, 𝛽)} 

 

On peut traduire ce résultat sous la forme d'un arbre qui permet de mieux visualiser le résultat. 

 

 

 

 

𝑥1                  𝑥2               ………          𝑥𝑘            ………          𝑥𝑛1
 

𝑦1     𝑦2    ………   𝑦𝑛2
 

 𝑥𝑘  , 𝑦1     𝑥𝑘 , 𝑦2 ………(𝑥𝑘 , 𝑦𝑛2
) 
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Sous cette forme, on peut décrire plus simplement la construction du produit cartésien de plusieurs 

ensembles. 

Par exemple ici, pour construire un triplet, on effectue une opération en trois étapes successives : la 

première étape consiste à choisir un élément de 𝐴, la deuxième à adjoindre à chaque élément de 𝐴 les 

éléments de 𝐵, la troisième à adjoindre à chacun des couples ainsi créés les éléments de 𝐶. 

 

Réciproquement cette démarche peut permettre de considérer une opérations à plusieurs étapes 

successives avec un nombre fini de possibilités par étape comme le produit cartésien de plusieurs 

ensembles. 

Considérons par exemple l'organisation d'une journée de vacances. 

A 9heures, j'hésite en trois choix : faire du footing, lire le journal, dormir un peu plus. 

A 14 heures, j'ai deux choix qui m'interesse : piscine, ou cinéma. 

A 21 heures, je peux soit aller à un concert, soit aller boire un coup avec mes amis. 

La journée peut se décrire selon le même arbre que le précédent en remplaçant 1, 2 et 3 respectivement 

par "faire du footing", "lire le journal", "dormir un peu", puis 𝑎 et 𝑏 respectivement par : "piscine" et 

ͼÃÉÎïÍÁͼ ÅÔ ÅÎÆÉÎ ÅÎ ÒÅÍÐÌÁëÁÎÔ ɻ ÅÔ ɼ ÐÁÒ ÒÅÓÐÅÃÔÉÖÅÍÅÎÔ ȡ ͼÁÌÌÅÒ Û ÕÎ ÃÏÎÃÅÒÔͼȟ ÅÔ ͼÂÏÉÒÅ ÕÎ ÃÏÕÐͼȢ 

 

Une journée possible sera : (footing,cinéma,amis).  

L'ensemble des journées possibles correspond alors au produit cartésien des trois ensembles : 

{footing,journal,dormir},{piscine,cinéma},{concert,amis}. 

2.2) Le principe multiplicatif  
 

Le théorème énoncé plus haut a une traduction "concrète" que l'on appelle souvent : principe 

multiplicatif . 

Lorsque une opération comporte 𝑝 étapes successives, la première étape pouvant se réaliser de 

𝑛1 façons, la deuxième de 𝑛2 façons, ..., la 𝑝- ième de 𝑛𝑝  façons, alors il y a 𝑛1 × 𝑛2 ×. . .× 𝑛𝑝  façons 

de réaliser cette opération.  

 

 

1                                               2                                              3 

a              b a              b a               b 

1                                               2                                              3 

a              b 

1                                               2                                              3 

ɻ              ɼ   ɻ              ɼ   

 

ɻ              ɼ  

 

ɻ              ɼ ɻ              ɼ  

 

ɻ              ɼ  

 

a              b a               b a              b 

1                                               2                                              3 
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2.3) Exemples 
 

Exemple 1 : Un digicode comprend 3 chiffres de 0 à 9 et 2 lettres qui ne sont ni I ni O. Combien peut-on créer 

de digicodes différents ? 

 

Créer un digicode est une opération à 5 étapes successives ; il y a 10 choix pour chacune des 3 premières 

étapes et 24 choix pour chacune des deux dernières, il y a donc : 10 × 10 × 10 × 24 × 24 =  576000 

digicodes possibles. 

 

Exemple 2 : Même problème mais cette fois-ci on veut que le premier chiffre et le troisième soit identiques, 

que le second soit différent des deux autres, et que la première lettre soit une voyelle (mais pas I ni O) et la 

deuxième une consonne. 

 

La première étape comprend toujours 10 choix, mais une fois le choix du premier chiffre effectué, la 

deuxième ne comprend plus que 9 choix, la troisième ne comprend que 1 choix, la quatrième comprend 4 

choix (il ne reste plus que 4 voyelles disponibles) et la cinquième 20 choix. 

Il y a donc 10 × 9 × 1 × 4 × 20 =  7200 digicodes possibles. 

 

Exemple 3 : Même problème que dans l'exemple 2, mais cette fois-ci si les deux lettres doivent être l'une une 

voyelle et l'autre une consonne, leur ordre n'est pas fixé. 

 

Intuitivement il y a 7200 digicodes possibles avec une terminaison voyelle-consonne et 7200 autres avec 

une terminaison consonne-voyelle. 

On aura 14400 codes possibles. 

Il s'agit en fait de la réunion de deux ensembles disjoints correspondant à des produits cartésiens : 

l'ensemble des codes se terminant par voyelle-consonne et l'ensemble des codes se terminant par 

consonne-voyelle. 

 

Exemple 4 : Combien y-a t'il de nombres entiers de quatre chiffres? Combien y en a-t'il si ces quatres chiffres 

sont tous distincts ? Combien se terminent par 5 ? Combien sont pairs ? Combien sont tels que le dernier 

chiffre est un nombre pair et l'avant-dernier un multiple de 5?  

 
­  Pour la premier cas, on trouve 9 × 10 × 10 × 10 =  9000 
­  Pour le second cas, on trouve 9 × 9 × 8 × 7 =  4536 
­  Pour le troisième cas, on trouve 9 × 10 × 10 × 1 =  900 
­  Pour le quatrième cas, on trouve 9 × 10 × 10 × 5 =  4500 
­  Pour le cinquième cas, on trouve 9 × 10 × 2 × 5 =  900 

 

Exemple 5 : Même énoncé mais plus difficile. Combien y en a t'il de pairs avec quatre chiffre tous distincts ? 

 

Nous sommes ici en présence de la réunion de plusieurs ensembles disjoints qu'il s'agit de dénombrer. 
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Examinons les cas possibles : le premier chiffre peut être pair ou impair. 

    * impair , pair : 5 × 5 =  25 

    * impair, impair : 5 × 4 = 20 

    * pair , pair : 4 × 4 =  16 

    * pair, impair : 4 × 5 =  20 

Les deux premiers chiffres étant choisis, le troisième chiffre peut-être pair ou impair et le quatrième 

seulement pair : 

On a donc 8 combinaisons possibles : 

    *  impair , pair, impair, pair : 5 × 5 × 4 × 4 =  400 

    * impair , pair, pair, pair : 25 × 4 × 3 =  300 

    * impair, impair, impair, pair : 20 × 3 × 5 =  300 

    * impair, impair, pair, pair : 20 × 5 × 4 =  400 

    * pair , pair, impair, pair : 16 × 5 × 3 =  240 

    * pair , pair, pair, pair : 16 × 3 × 2 =  96 

    * pair, impair, impair, pair : 20 × 4 × 4 =  320 

    * pair, impair, pair, pair : 20 × 4 × 3 =  240 

    Au total, on a : 400 + 300 + 300 + 400 + 240 + 96 + 320 + 240 =  2296 

 

Exemple 6 : On cherche toujours le nombre d'entiers à quatre chiffres avec l'imposition suivante : les deux 

derniers chiffres obéissent à la règle suivante, l'un est pair et l'autre est un multiple de 5, mais l'ordre n'est 

pas fixé. Sont permis par exemple 3404 aussi bien que 3440 que 3445 ou que 3454. 

 

On peut comme on l'a fait dans l'exemple 3 dénombrer l'ensemble des nombres remplissant la condition : 

l'avant dernier chiffre est un nombre pair et le dernier un multiple de 5. 

Il y en a 9 × 10 × 5 × 2 =  900 

Il y en a autant qui sont tels que l'avant dernier chiffre est un multiple de 5 et le dernier un nombre pair. 

Mais il y a pas 1800 nombres solutions. 

Il y a  90 nombres "en trop" qui sont en fait des nombres comptés deux fois. 

Ils correspondent aux deux critères : avoir un avant dernier chiffre et un dernier chiffre qui peuvent être 

à la fois des nombres pairs et des multiples de 5. 

Il s'agit des nombres se terminant par 00. Il  y en a : 9 × 10 × 1 × 1 =  90. 

On utilise ici la formule : 

card(𝐴 ∪ 𝐵) = card(𝐴) + card(𝐵) − card(𝐴 ∩ 𝐵) = 900 + 900 − 90 =  1710. 

 

Exemple 7 :  Dans une course de 20 chevaux combien de tiercés sont possibles ? 

     

20 × 19 × 18 =  6840  

Il y a par comparaison 20 × 19 × 18 × 17 × 16 =  1860480 quintés possibles. 
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2.4) Nombre de parties d'un ensem ble fini  
 

On considère un ensemble fini 𝐸 de cardinal 𝑛. Combien cet ensemble a-t'il de sous-ensembles différents 

(l'ensemble vide compris) ? 

Pour compter le nombre de sous-ensembles de 𝐸, il faut examiner comment on construit un sous-ensemble. 

En fait on utilise une opération à 𝑛 étapes qui consiste pour chaque élément de 𝐸 à le choisir ou pas. 

Il y a donc deux possibilités par étapes. 

On a donc 2 × 2 ×. . .× 2         
𝑛 termes

 façons de construire un sous-ensemble. Il y a donc 2𝑛  sous-ensembles de 𝐸. 

 

TTHHEEOORREEMMEE  
Si 𝐸 est un ensemble fini de cardinal 𝑛, alors l'ensemble des parties de 𝐸 que l'on 

note 𝒫(𝐸) est un ensemble fini de cardina l 2𝑛 .   

2.5) Nombre d'applications entre deux ensembles finis  
 

On considère un ensemble fini 𝐸 de cardinal 𝑛 et un ensemble fini 𝐹 de cardinal 𝑝. 

Combien peut-on construire d'applications de 𝐸 dans 𝐹 ? 

Rappelons que dans une application tout élément de 𝐸 a une image et une seule dans 𝐹. 

Que signifie "construire une application " ? 

Il s'agit en fait de prendre la liste des éléments de E et à chacun d'entre eux d'attribuer une image dans F. 

On effectue donc une opération à 𝑛 étapes à 𝑝 choix par étapes. D'après la règle du produit, on aura : 

𝑝 ×. . .× 𝑝       
𝑛 termes

= 𝑝𝑛  possibilités de réaliser cette construction. On peut donc énoncer le théorème suivant : 

 

TTHHEEOORREEMMEE  
Soient 𝐸 et 𝐹 deux ensembles finis de cardinaux respectifs 𝑛 et 𝑝. Il y a 

𝑝𝑛  applications différentes de 𝐸 dans 𝐹. 

 

Ce théorème permet de retrouver le nombre de parties d'un ensemble de cardinal 𝑛. 

On peut en effet associer à toute partie une application de cet ensemble dans l'ensemble {0,1}. 

Considérons par exemple l'ensemble 𝐸 = {1,2,3,4,5} et le sous-ensemble 𝐴 = {2,3} de 𝐸. On peut 

représenter ce sous-ensemble de la façon suivante : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     1 

     2 

     3 

     4 

     5 

      0 

 

      1 
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Il y a donc autant de sous-ensembles de 𝐸 que d'applications de 𝐸 dans {0,1}, donc 2𝑛 . 

 

Voici un second exemple plus "concret". 

Une urne contient des boules numérotées de 1 à 5. Il y a 10 boules exactement de chaque catégorie selon 

ce qui est annoncé. Le jeu consiste à extraire 10 boules l'une après l'autre de cette urne. Quand une boule 

est extraite, on la remet dans l'urne. On gagne si l'on obtient au moins trois boules portant le numéro 5. 

On peut rejouer si l'on obtient au moins trois boules dont les numéros sont supérieurs ou égaux à 4. 

Un joueur n'obtient que des boules dont les numéros sont strictement inférieurs à 4. Il soupçonne alors 

les organisateurs du jeu de tricherie. A-t-il raison de le faire ? 

C'est en fait un problème de probabilité. 

Quelle est la probabilité de n'obtenir que des boules dont les numéros sont inférieurs à 4 si l'urne n'est 

pas truquée ? Si cette probabilité n'est pas trop petite (il faut se fixer un seuil du "petit"), on considèrera 

que le joueur est simplement malchanceux, si cette probabilité est très petite, sans écarter que le joueur 

puisse être malchanceux, on pourra envisager qu'il y a eu tricherie. 

Comment calculer cette probabilité ? Nous allons évaluer le nombre de situations possibles, puis le 

nombre de situations qui n'aboutissent qu'à des numéros strictement inférieurs à 4 (c'est-à-dire le 

nombre de situations favorables à la réalisation de l'évènement : n'obtenir que des numéros inférieurs à 

4). 

III) p -listes , arrangements, combinaisons  

3.1) p-lis tes 
 

DDEEFFIINNIITTIIOONN  

Soit 𝐸 un ensemble fini de cardinal 𝑛. On appelle 𝑝- liste  de 𝐸, tout élément de 

l'ensemble 𝐸𝑝 , c'est - à- dire toute suite (ordonnée) de 𝑝 éléments de 𝐸 (tout 𝑝-

uplet composé d'éléments de 𝐸).   

 

Remarque  

Dans une 𝑝- liste, les éléments peuvent se répéter. 

 

Par exemple, si 𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑} on peut construire des 5-listes d'éléments de 𝐴 : 

  𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑎, 𝑎  est une 5-liste de 𝐴. 

C'est un élément de 𝐴5 . 

3-2) Nombre de p -listes  
 

 Reprenons l'exemple précédent. Une 5-liste est un élément de 𝐴⁵. Il y a donc 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐴)⁵ = 4⁵ 5-listes 

d'éléments de A. 

On généralise évidemment cette propriété aux 𝑝-listes d'un ensemble à 𝑛 éléments.  

On a le théorème suivant :  
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TTHHEEOORREEMMEE  Il y a 𝑛𝑝  p- listes d'un ensemble à 𝑛 éléments.  

 

3-3) Nombre de p -listes d 'éléments distincts d'un ensemble E  
  

DDEEFFIINNIITTIIOONN  
On appelle arrangement de p éléments de E toute p - liste d'éléments distincts  

de E  

  

Remarque fondamentale  : on ne peut parler d'arrangement que si 𝑝 ≤ 𝑛. 

 

On note souvent 𝐴𝑛
𝑝  le nombre d'arrangements de 𝑝  éléments de 𝐸. 

Déterminons 𝐴𝑛
𝑝 . 

Construire une p-listes d'éléments distincts de l'ensemble 𝐸 est une opération à 𝑝 étapes.  

On choisit le premier élément, puis le deuxième, et ainsi de suite jusqu'au 𝑝-ième. 

On a 𝑛  choix à la première étape, 𝑛 − 1 choix à la deuxième,...,  𝑛 − 𝑝 + 1  choix à 𝑝-ième. 

On a donc : 𝑛 ×  𝑛 − 1 × …×  𝑛 − 𝑝 + 1  𝑝-listes d'éléments distincts de .E  

On a 

𝐴𝑛
𝑝 = 𝑛 𝑛 − 1 … (𝑛 − 𝑝 + 1) 

 

Astuce 

Une astuce pour savoir si le dernier élément est (𝑛 − 𝑝 + 1) ou  𝑛 − 𝑝  : remplacer 𝑝 par 𝑛 c'est-à-dire 

considérer les 𝑛-listes d'élements distincts de .E  Il y en a un certain nombre. Si le dernier terme était 

(𝑛 − 𝑝) en remplaçant 𝑛 par 𝑝, on trouverait qu'il y a 0 𝑛-listes. 

 

L'écriture de 𝐴𝑛
𝑝  peut prendre une forme plus condensée : 

𝐴𝑛
𝑝 = 𝑛 𝑛 − 1 …  𝑛 − 𝑝 + 1  

=
𝑛 𝑛 − 1 …  𝑛 − 𝑝 + 1 ×  𝑛 − 𝑝 …2 × 1

 𝑛 − 𝑝 …2 × 1
 

=
𝑛!

 𝑛 − 𝑝 !
 

 

TTHHEEOORREEMMEE  

Soit E un ensemble à n éléments et p un entier inférieur ou égal à n. Le nombre 

de p - listes d'élém ents distincts de E est :  

𝐴𝑛
𝑝

=
𝑛!

 𝑛 − 𝑝 !
 

 

 

 

  



 
14 

 

Exemple : un club sportif comprend 68 membres. Il doit statutairement désigner chaque année un bureau 

composé d'un président, d'un secrétaire et d'un trésorier. Chaque membre du club peut faire partie du 

bureau. Par souci de démocratie, les membres du bureau sont tirés au sort.Combien peut-on obtenir de 

bureaux différents? 

 

On peut présenter une bureau sous la forme d'un triplet, le premier terme correspondant au président, le 

deuxième au secrétaire et le troisième au trésorier. 

Un tel triplet est une 3-liste d'éléments distincts pris parmi les 61 membres du club.  

Il y a  𝐴68
3 =

68!

 68 − 3 !
   3 − listes. 

Or 
68!

 68 − 3 !
=

68!

65!
= 66 × 67 × 68 = 300696 bureaux possibles. 

 

Jacques se demande de combien, de bureaux il pourrait faire partie. 

S'il était président, il resterait 2 places à pourvoir. Le même raisonnement conduit à dire qu'il y a 
67!

65!
= 66 × 67 = 4422 bureaux donc Jacques pourrait être président. Bien évidemment il y en a d'autant 

dont il pourrait être secrétaire et autant dont il pourrait être trésorier. 

Il y a donc d'après le lemme des bergers 3 × 4422 = 13266  bureaux auquels Jacques pourrait 

appartenir. 

3.4) Nombre d'injections entre un ensemble à 𝒑 élements et un ensemble 

à 𝒏 éléments.  
 

Dans une injection, chaque élément de l'ensemble de départ E  a en propre une image dans l'ensemble 

d'arrivée F. Ce qui implique que le nombre d'éléments de l'ensemble d'arrivée est supérieur ou égal à 

celui de l'ensemble de départ.  

On aura donc 𝑛 ≥ 𝑝. 

Pour simplifier le raisonnement, on peut supposer que l'on a nommé les 𝑝 éléments de l'ensemble de 

ÄïÐÁÒÔ ȡ ɑρȟςȟȣȟp}. 

A chaque élément de cette liste, on associe un élément en propre dans l'ensemble d'arrivée. On obtient 

ainsi une liste ordonnée de 𝑝 éléments tous distincts de l'ensemble d'arrivée. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      1 

      2 

      3 

      4 

      5 

        a 

        b 

        c 

        d 

        e 

        f 
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On peut décrire cette injection sous la forme de la liste :  𝑐, 𝑎, 𝑓, 𝑑, 𝑒 . 

$Å ÆÁëÏÎ ÇïÎïÒÁÌÅ ÌÅ ÎÏÍÂÒÅ ÄȭÉÎÊÅÃÔÉÏÎÓ ÑÕÅ ÌȭÏÎ ÐÅÕÔ ÃÏÎÓÔÒÕÉÒÅ ÅÎÔÒÅ ÕÎ ÅÎÓÅÍble E à 𝑝 éléments et un 

ensemble F à 𝑛 éléments (𝑝 ≤ 𝑛) est égal au nombre de listes de 𝑝 éléments tous différents pris parmi les 

𝑛 ïÌïÍÅÎÔÓ ÄÅ ÌȭÅÎÓÅÍÂÌÅ &Ȣ /Î ÓÁÉÔ ÄÏÎÃ ÑÕȭÉÌ ÅÎ ÅØÉÓÔÅ 𝐴𝑛
𝑝 . 

On a donc le théorème suivant : 

 

TTHHEEOORREEMMEE  

Le nombre dôinjections entre un ensemble de cardinal 𝑝 et un ensemble de 

cardinal 𝑛 (𝑝 ≤ 𝑛 ) est égal à  : 

𝐴𝑛
𝑝

=
𝑛!

 𝑛 − 𝑝 !
 

 

3-4) Permutations  
  

DDEEFFIINNIITTIIOONN  
Soit  E un ensemble fini contenant n éléments. On appelle permutation de E 

toute n - liste d'éléments distincts de E.   

 

Chaque permutation est une nouvelle façon d'ordonner les éléments de E. 

Le nombre de permutations est immédiat à trouver d'après la partie précédente. Il vaut 

𝐴𝑛
𝑛 =

𝑛!

(𝑛 − 𝑛)!
=

𝑛!

0!
= 𝑛! 

 

TTHHEEOORREEMMEE  Il y a n! permutations d'un ensemble contenant n élements.   

 

Exemple :  

De combien de façons peut-on faire sortir après l'autre chacun des éléves de la HEC1. Chaque "sortie" 

correspond à une liste ordonnées des 47 éléves de la classe, donc à une 46-liste d'éléments distincts de 

l'ensemble HEC1. 

Il y a 46 !  listes de ce type, soit 

47! = 258623241511168180642964355153611979969197632389120000000000  

 

Si on devait toutes les "essayer", il faudrait un temps considérable. 

Même si on considère que chaque sortie (et retour en classe) peut s'effectuer en 30 secondes, il faudrait : 

47! × 30 = 7758697245335045419288930654608359399075928971673600000000000  secondes 

Donc  129311620755584090321482177576805989984598816194560000000000  minutes 

Donc 2155193679259734838691369626280099833076646936576000000000  heures 

Donc 8979973663582228494547373442833749304486028902400000000   jours 

Donc environ 2,46 × 1052  années. 
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3-5) Combinaisons  
  

DDEEFFIINNIITTIIOONN  
Soit un ensemble E contenant n éléments. On appelle combinaison de p 

éléments de E tout sous - ensemble de E contenant p éléments.   

 

Remarque importante :  on a bien entendu 𝑝 ≤ 𝑛 . 

On désigne par  
𝑛
𝑝  le nombre de combinaisons de 𝑝 éléments de 𝐸. On trouve encore la notation 𝐶𝑛

𝑝 . 

 
𝑛
𝑝  se lit "𝑝 parmi 𝑛". 

 

Pour déterminer le nombre de combinaisons de 𝑝 éléments pris parmi 𝑛, nous allons chercher une 

relation entre ce nombre et le nombre d'arrangements de 𝑝  élements pris parmi 𝑛. 

Nous savons qu'il y a 𝐴𝑛
𝑝  arrangements de 𝑝 éléments pris parmi 𝑛, autrement dit 𝐴𝑛

𝑝  listes ordonnées de 

𝑝 éléments distincts pris dans un ensemble qui contient 𝑛 éléments. 

Comment construire une liste ordonnée de ce type ? Une première façon de procéder est de prendre les 𝑝 

éléments l'un après l'autre. C'est ce que nous avons fait précédemment. 

Une autre façon de procéder est la suivante. On effectue une opération à deux étapes. La première étape 

consiste à extraire sans ordre 𝑝 éléments parmi les 𝑛 (c'est-à-dire à considérer un sous-ensemble de 𝑝 

éléments pris dans l'ensemble 𝐸 à 𝑛 éléments), la deuxième étape consiste ordonner ces 𝑝 éléments. 

Nous avons appelé  
𝑛
𝑝  le nombre de sous-ensembles (non ordonnés, c'est ce que sous-entend le mot 

"sous-ensemble") contenant 𝑝 éléments extraits d'un ensemble à 𝑛 éléments. 

Il y a donc  
𝑛
𝑝  façons de réaliser la première étape. Sa réalisation étant effectuée, nous sommes en 

présence de 𝑝 éléments distincts. 

Il s'agit de les ranger pour obtenir un arrangement. On a vu qu'il y a !p  façons de la faire. 

On peut donc conclure qu'il y aura  
𝑛
𝑝 × 𝑝! façons de construire une liste ordonnée de 𝑝 éléments 

distincts pris parmi 𝑛 éléments. 

On a donc 

𝐴𝑛
𝑝 =  

𝑛
𝑝 × 𝑝! 

On en tire immédiatement : 

 
𝑛
𝑝 =

𝐴𝑛
𝑝

𝑝!
 

Or nous avons vu la formule  

𝐴𝑛
𝑝 =

𝑛!

(𝑛 − 𝑝)!
 

On en tire donc  

 
𝑛
𝑝 =

𝑛!
(𝑛 − 𝑝)!

𝑝!
=

𝑛!

(𝑛 − 𝑝)! 𝑝!
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On retiendra la formule : 

 
𝑛
𝑝 =

𝑛!

(𝑛 − 𝑝)! 𝑝!
 

3-6) Exemples  
 

Exemple 1: Au loto, il y a 49 boules dans une urne. On en extrait 6 au hasard sans tenir compte de l'ordre. 

De combien de façons peut-on le faire ? 

 

La réponse est immédiate :  
49
6

 = 13 983 816. 

Pour calculer ce nombre on ferait ∶  
49!

6! 43!
=

44 × 45 × 46 × 47 × 48 × 49

1 × 2 × 3 × 4 × 5 × 6
= 13 983 816 

 

Exemple 2 : Dans un jeu de 32 cartes, on appelle main toute combinaison de 5 cartes de ce jeu. 

a) combien y-a-t'il de mains possibles ? 

 

Il y a  
32
5

 = 201 376 mains possibles 

 

b) combien y-a-t'il de mains sans figure ? 

 

On choisit 5 cartes parmi 20 puisqu'il y a 12 figures. Il y a donc  
20
5

 = 15 504 mains sans figure. 

 

c) combien y-a-t'il de mains comprenant exactement deux valets ? 

 

Imaginons que nous programmions un ordinateur pour construire toutes les mains contenant 

exactement deux valets. On procèderait de la façon suivante : on ferait choisir à l'ordinateur deux valets 

parmi les quatre possibles et trois cartes parmi les 28 restantes. 

On peut simuler cette situation dela façon suivante : on prend deux urnes. L'une contient les 4 valets, 

l'autre les 28 cartes restantes. 

Pour obtenir une main contenant deux valets, on effectue une opération à deux étapes. 

La première étape consiste à tirer deux valets parmi 4 dans la première urne. Or il y a  
4
2
  paires de valets 

différentes que l'on peut obtenir de cette urne. La première étape se réalisera de  
4
2
  façons possibles. 

La deuxième étape consiste à prendre 3 cartes sur les 28 de la deuxième urne. Or il y a  
28
3

  ensembles 

différents de 3 éléments que l'on peut obtenir de cette urne. La deuxième étape se réalisera de  
28
3

  

façons possibles. 

Il y a donc  
4
2
 ×  

28
3

 =6 × 3276 = 19 656 mains contenant deux valets. 
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d) combien y-a-t'il de mains comprenant exactement deux valets et un roi ? 

 

On procède de la même façon avec trois urnes : l'une contenant les valets, la seconde les rois et la 

troisième les 24 cartes restantes. 

Il y aura donc  
4
2
 ×  

4
1
 ×  

24
2

 = 6 × 4 × 276 = 6624 mains contenant exactement deux valets et un roi. 

 

e) combien y-a-t'il de mains comprenant exactement trois coeurs ? 

 

Même procédé avec deux urnes : l'une contenant les 8 coeurs et l'autre les 24 cartes restantes. 

Il y a donc  
8
3
 ×  

24
2

 = 56 × 276 = 15 456 mains contenant trois coeurs. 

 

f) combien y-a-t'il de mains comprenant au moins trois coeurs ? 

 

Il s'agit ici de la réunion d'ensembles disjoints : celui des mains contenant exactement trois coeurs, celui 

des mains contenant exactement quatre coeurs et enfin celui des mains contenant exactement 5 coeurs. 

On trouve donc :  
8
3
 ×  

24
2

 +  
8
4
 ×  

24
1

 +  
8
3
 ×  

24
2

 
 

 

g) Combien y-a-t'il de mains comprenant deux valets ou un roi ? 

 

Le "ou" est a priori inclusif. 

Il y a deux façons de traiter la question. 

Soit E  l'ensemble des mains solutions. E  peut s'écrire comme la réunion de trois ensembles disjoints : 

celui des mains comprenant un roi et 0,1,3 ou 4 valet(s), celui des mains comprenant deux valets et 0,2 ou 

3 roi(s), et enfin celui des mains comprenant deux valets et un roi. 

Les deux premiers ensembles apparaissent aussi comme la réunion d'ensembles disjoints (en fonction du 

nombre de valets et de rois). 

On peut en déterminer leurs cardinaux en modélisant la situation le tirage de boules dans trois urnes, la 

première ne contenant que les rois, la deuxième que les valets et la troisième les autres cartes. 

 

Le cardinal du premier ensemble est alors : 

  
4
1
 ×  

4
0
 ×  

24
4

 +  
4
1
 ×  

4
1
 ×  

24
3

 +  
4
1
 ×  

4
3
 ×  

24
1

 +  
4
1
 ×  

4
4
 ×  

24
0

  

Ce qui donne 27675  mains. 

 

Le cardinal du deuxième ensemble est alors : 

  
4
0
 ×  

4
2
 ×  

24
3

 +  
4
2
 ×  

4
2
 ×  

24
1

 +  
4
3
 ×  

4
2
 ×  

24
0

  

Ce qui donne 03213  mains. 

 

Le cardinal du troisième ensemble est :  
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4
1
 ×  

4
2
 ×  

24
2

  

Ce qui donne 6624   mains. 

 

On a donc 93294=66240321327675 ++  mains possibles. 

 

L'autre méthode consiste à écrire E  comme la réunion de deux ensembles : celui des mains contenant 

deux valets (que l'on peut noter V) et celui des mains contenant un roi (que l'on peut noter R). 

Mais ces deux ensembles ne sont pas disjoints (il y a des mains contenant deux valets et un roi.) 

On a donc 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐸) = 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝑉) + 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝑅) − 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝑉 ∩ 𝑅). 

En se référant au modèle des urnes, on trouve : 

𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐸) =  
4
2
 ×  

28
3

 +  
4
1
 ×  

28
4

 −  
4
1
 ×  

4
2
 ×  

24
2

  

Ce qui donne 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐸) = 6 × 3276 + 4 × 20 475 − 4 × 6 × 276 = 94 932 

On remarquera que cette seconde méthode est ici bien plus rapide. 

 

h) combien y-a-t'il de mains comprenant exactement trois coeurs et 2 valets ? 

 

Ici le problème vient du fait qu'un des deux valets peut être le valet de coeur. Il y a donc deux cas 

possibles correspondant à deux ensembles disjoints. 

Le premier ensemble est celui des mains contenant deux valets mais pas le valet de coeur, trois coeurs, 

mais pas le valet de coeur. 

Le deuxième ensemble est celui des mains contenant le valet de coeur, un autre valet et deux autres 

coeurs. 

Il manque alors une carte qui n'est ni un valet ni un coeur. 

On modélise la situation sous la forme de tirages de boules dans différentes urnes. 

La première urne contient le valet de coeur, la deuxième les trois autres valets, la troisième les sept 

autres coeurs, et la dernière les 21 cartes restantes. 

On obtiendra donc  
1
0
 ×  

3
2
 ×  

7
3
 ×  

21
0

 +  
1
1
 ×  

3
1
 ×  

7
2
 ×  

21
1

  mains. 

Ce qui donne 1 × 3 × 35 × 1 + 1 × 3 × 21 × 21 = 1428 mains contenant deux valets et trois coeurs. 

 

Exemple 3 : On distribue toutes les cartes d'un jeu de 32 cartes à 4 joueurs A,B,C et D. 

a) Combien a-t'on de distributions possibles ? 

 

Habituellement on distribue les cartes d'un jeu une par une, mais on peut imaginer un autre procédé. 

On place toutes les cartes (sous forme de boules) dans une urne. Le joueur A vient chercher ses 8 cartes. 

Pour cela il extrait simultanément 8 boules de l'urne. Il a  
32

8
  façons de le faire. Il reste alors 24 

cartes/boules dans l'urne. Le joueur B vient chercher ses 8 cartes par le même procédé : il a  
24

8
  façons 

de le faire. Il reste 16 cartes/boules dans l'urne. Le joueur C vient alors chercher ses 8 cartes. Il a  
16

8
  

façons de le faire. Les 8 cartes restantes sont celles du joueur D. 



 
20 

 

Nous avons donc une opération à trois étapes. 

Il y a donc  
32
8

 ×  
24
8

 ×  
16
8

 = 99 561 092 450 391 000 distributions possibles. 

 

b) Combien y a-t-il de distributions telles que chaque joueur ait un as ? 

 

On reprend le même principe, mais cette fois-ci on met deux urnes : l'une contenant les 4 as, l'autre les 28 

cartes restantes. 

L'opération de distribution est encore en trois étapes, mais cahque étape se partage en deux. 

Le joueur A prend une boule dans l'urne "as" : il a 4 façons de la faire et 7 boules simultanément dans 

l'urne "cartes" : il a  
28
7

  façons de le faire. Puis le joueur B prend une boule dans l'urne "as" : il a 3 façons 

de le faire, et 7 boules parmi les 21 restantes de l'urne "cartes" : il a  
21
7

  façons de le faire. 

Enfin le joueur C prend une boule dans l'urne "as" : il a 2 façons de le faire, puis 7 boules parmi les 14 

restantes de l'urne "cartes" : il a  
14
7

  façons de le faire. 

Le joueur D est alors servi. 

Il y a donc 4  
28
7

 × 3  
21
7

 × 2  
14
7

 = 11 340 440 341 401 600 distributions de ce type. 

 

c) Combien y a-t-il de distributions telles que deux joueurs se partagent les as ? 

 

La difficulté ici provient du fait que les quatre joueurs ne sont plus interchangeables comme dans les cas 

précédents. Il n'y a plus une symétrie des rôles. Autrement dit, on a induit un ordre. 

Il faudra donc commencer par "choisir" les deux joueurs qui auront les as. 

Le fait qu'ils se partagent les as signifie que chacun a au moins un as. 

Deux situations se présentent alors : 

    Ɇ ÓÏÉÔ ÕÎ ÊÏÕÅÕÒ Á ÔÒÏÉÓ ÁÓȟ ÕÎ ÊÏÕÅÕÒ Á ÕÎ ÁÓ ÅÔ ÌÅÓ ÄÅÕØ ÁÕÔÒÅÓ ÁÕÃÕÎ 

    Ɇ ÓÏÉÔ ÄÅÕØ joueurs ont deux as chacun et les deux autres aucun.  

 

On va dénombrer le nombre de distributions pour chaque situation. 

On commence par traduire le problème sous la forme d'un modèle d'urnes. 

Une première urne contient les noms des quatre joueurs : elle servira à désigner les deux joueurs qui 

auront les as, une deuxième urne contient les 4 as, et enfin la troisième urne contient les 28 cartes 

restantes. 

La distribution d'un jeu est une opération à plusieurs étapes. Détaillons ces étapes pour le premier cas : 

    Ɇ /Î ÔÉÒÅ ÕÎÅ ÂÏÕÌÅ ÄÁÎÓ ÌÁ ÐÒÅÍÉîÒÅ ÕÒÎÅ ȡ ÃÅ ÓÅÒÁ ÌÅ ÎÏÍ ÄÕ ÊÏÕÅÕÒ ÑÕÉ ÁÕÒÁ ÌÅÓ σ ÁÓȢ )Ì Ù Á τ ÆÁëÏÎÓ ÄÅ 

le faire. 

    Ɇ /Î ÔÉÒÅ ÕÎÅ ÁÕÔÒÅ ÂÏÕÌÅ ÄÁÎÓ ÌÁ ÐÒÅÍÉîÒÅ ÕÒÎÅ ȡ ÃÅ ÓÅÒÁ ÌÅ ÎÏÍ ÄÕ ÊÏÕÅÕÒ ÑÕÉ ÁÕÒÁ ÌÅ ÄÅÒÎÉÅÒ ÁÓȢ )Ì Ù Á σ 

façons de le faire. L'as restant est alors donné au joueur qui n'a qu'un as. 

    Ɇ ,Å ÊÏÕÅÕÒ ÑÕÉ Á ÌÅÓ ÔÒÏÉÓ ÁÓ ÔÉÒÅ σ ÂÏÕÌÅÓ ÄÁÎÓ ÌÁ ÓÅÃÏÎÄÅ ÕÒÎÅȢ )Ì Á  
4
3
  façons de le faire. 
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    Ɇ ,Å ÊÏÕÅÕÒ ÑÕÉ Á ÌÅÓ ÔÒÏÉÓ ÁÓ ÔÉÒÅ υ ÂÏÕÌÅÓ ÄÁÎÓ ÌÁ ÔÒÏÉÓÉîÍÅ ÕÒÎÅȢ )Ì Á  
28
5

  façons de le faire. 

    Ɇ ,Å ÊÏÕÅÕÒ ÑÕÉ ÎͻÁ ÑÕͻÕÎ ÁÓ ÔÉÒÅ χ ÂÏÕÌÅÓ ÄÁÎÓ ÌÁ ÔÒÏÉÓîÍÅ ÕÒÎÅȢ )Ì  Á  
23
7

  façons de le faire. 

    Ɇ ,ͻÕÎ ÄÅÓ ÊÏÕÅÕÒÓ ÑÕÉ ÎͻÁ ÐÁÓ ÄͻÁÓ ÔÉÒÅ ψ ÂÏÕÌÅÓ ÄÁÎÓ ÌÁ ÔÒÏÉÓÉîÍÅ ÕÒÎÅȢ )Ì Á  
16
8

  façons de le faire. Le 

joueur restant prend les 8 dernières boules de l'urne.  

 

Il y a donc 4 × 3 ×  
4
3
 ×  

28
5

 ×  
23
7

 ×  
16
8

  distributions dans lesquelles un des joueurs a trois as et un 

autre a un as. 

 

Examinons les étapes pour le second cas. Ici deux joueurs ont deux as. Ils ont des rôles symétriques. 

    Ɇ /Î ÃÈÏÉÓÉÔ ÌÅÓ ÎÏÍÎÓ ÄÅÓ ÄÅÕØ ÊÏÕÅÕÒÓ ÑÕÉ ÁÕÒÏÎÔ ÃÈÁÃÕÎ ÄÅÕØ ÁÓ ÄÁÎÓ ÌÁ ÐÒÅÍÉîÒÅ ÕÒÎÅȢ )Ì Ù Á  
4
2
  

façons de le faire. 

    Ɇ ,ͻÕÎ ÄÅ ÃÅÓ ÄÅÕØ ÊÏÕÅÕÒÓ ÐÒÅÎÄ ÄÅÕØ ÁÓ ÄÁÎÓ ÌÁ ÓÅÃÏÎÄÅ ÕÒÎÅȢ )Ì Á  
4
2
  façons de le faire. L'autre joueur 

prendra les deux as restants. 

    Ɇ 0ÕÉÓ ÉÌ ÃÈÏÉÓÉÔ φ ÂÏÕÌÅÓ ÄÁÎÓ ÌÁ ÔÒÏÉÓÉîÍÅ ÕÒÎÅȢ )Ì Á  
28
6

  façons de le faire. 

    Ɇ ,ͻÁÕÔÒÅ ÊÏÕÅÕÒ ÁÙÁÎÔ ÄÅÕØ ÁÓ ÃÈÏÉÓÉÔ φ ÂÏÕÌÅÓ ÄÁÎÓ ÌÁ ÔÒÏÉÓÉîÍÅ ÕÒÎÅȢ )Ì Á  
22
6

  façons de le faire. 

    Ɇ ,ͻÕÎ ÄÅÓ ÄÅÕØ ÊÏÕÅÕÒÓ ÎͻÁyant pas d'as tire 6 boules dans la troisième urne. Il a  
16
8

  façons de le faire. 

L'autre joueur recevra les 8 boules restantes.  

 

Il y a donc  
4
2
 ×  

4
2
 ×  

28
6

 ×  
22
6

 ×  
16
8

  distributions dans lesquelles deux joueurs ont chacun deux 

as. 

 

Au total, on aura :  

 
4 × 3 ×  

4
3
 ×  

28
5

 ×  
23
7

 ×  
16
8

 +  
4
2
 ×  

4
2
 ×  

28
6

 ×  
22
6

 ×  
16
8

 

                                               = 27 908 114 902 668 000distributions.
 

 

Une question reste en suspens. 

Nous avons effectué les différentes de nos opérations dans un certain ordre. Aurait-on trouvé le même 

résultat avec un ordre différent ? 

Prenons par exemple le deuxième cas. 

On conserve les deux premières étapes qui ne sont pas "modifiables" : il faudra désigner deux joueurs 

parmi 4 pour avoir les deux as, et il faudra donner deux as et l'un de ces deux joueurs. 

Les trois dernières étapes auraient pu être : 

    Ɇ ,ͻÕÎ ÄÅÓ ÊÏÕÅÕÒÓ ÎͻÁÙÁÎÔ ÐÁÓ ÄͻÁÓ ÔÉÒÅ ψ ÂÏÕÌÅÓ ÐÁÒÍÉ ÌÅÓ ςψȢ )Ì Á  
28
8

  façons de le faire. 

    Ɇ ,ͻÕÎ ÄÅÓ ÊÏÕÅÕÒÓ ÁÙÁÎÔ ÄÅÕØ as tire 6 boules dans l'urne 3. Il a  
20
6

  façons de le faire. 
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    Ɇ ,ͻÁÕÔÒÅ ÊÏÕÅÕÒ ÎͻÁÙÁÎÔ ÐÁÓ ÄͻÁÓ ÔÉÒÅ ψ ÂÏÕÌÅÓ ÄÁÎÓ ÌͻÕÒÎÅ σȢ )Ì  Á  
14
8

  façons de le faire. Les 6 boules 

restantes sont données au dernier joueur.  

Les deux premières étapes étant identiques, le problème revient à savoir si l'on a :  

  
28
6

 ×  
22
6

 ×  
16
8

 =  
28
8

 ×  
20
6

 ×  
14
8

  

 

Un simple calcul montre l'égalité :  
28
6

 ×  
22
6

 ×  
16
8

 = 361 771 859 849 400 et  
28
8

 ×  
20
6

 ×  
14
8

 =

361 771 859 849 400 

Mais cette méthode est peu satisfaisante. 

Montrons cette égalité en utilisant les factorielles. 

 
28
6

 ×  
22
6

 ×  
16
8

 =
28!

6! 22!
×

22!

6! 16!
×

16!

8! 8!
=

28!

6! 6! 8! 8!
 

Et 

 
28
8

 ×  
20
6

 ×  
14
8

 =
28!

8! 20!
×

20!

6! 14!
×

14!

6! 8!
=

28!

6! 6! 8! 8!
 

 

Exemple 4 : Anagramme.  

Combien de mots différents peut-on écrire avec toutes les lettres du mot : 

a) pilote 

Il s'agit ici simplement de changer l'ordre des lettres, ce qui revient à écrire des permutations de la liste 

(p,i,l,o,t,e). 

On sait qu'il y a 6! = 720 permutations de cette liste. 

 

b) assassins 

 

Ici le problème vient de la répétition de certaines lettres. Si l'on part de la liste ),,,,,,,,( snissassa  et que 

l'on numérote par exemple les deux ,a  on aura : 

).,,,,,,,,( 21 snissassa  Une permutation de cette liste est par exemple : ),,,,,,,,,( 21 snissssaa  une autre 

permutation sera ).,,,,,,,,( 12 snissssaa  Il s'agit e deux permutations différentes. Pourtant elles 

correspondent au même anagramme : aassssins. 

Si on compte les permutations, on comptera celles-ci pour 2 éléments différents. 

Il faut donc procéder autrement. 

Dans le mot "assassins", nous avons 2 "a", 5 "s", 1 "i" et 1 "n". 

Un anagramme de ce mot est un mot de 9 lettres contenant 2 "a", 5 "s", 1 "i" et 1 "n". 

Pour écrire un tel mot on peut prendre 9 cases numérotées de 1 à 9. 

 

 

 

 

 

1 

 

2 

 

3 

 

4 

 

5 

 

6 

 

7 

 

8 

 

9 
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On place d'abord les 2 "a" (par exemple)  

 

 

 

 

 

Puis on place par exemple les 5 "s" 

 

 

 

 

 

Et ainsi de suite. 

Pour effectuer un placement, on peut mettre 9 boules numérotées de 1 à 9 dans une urne. 

On en extrait simultanément 2 : elles donneront les places des "a". Il y a  
9
2
  façons de le faire. 

Puis on en extrait 5 sur les 7 restantes : elles donneront les places des "5". Il y a  
7
5
  façons de le faire. 

On en extrait une sur les deux restantes pour avoir la place du "n". On a deux façons de le faire. 

Le "i" prend la dernière place restante. 

On obtient donc :  
9
2
 ×  

7
5
 × 2 = 1512 anagrammes du mot "assassins". 

 

Comme dans l'exemple précédent, on peut se demander si l'on obtient bien le même résultat si l'on 

commence les placements autrement. 

Si par exemple, on place successivement le "i", les 2 "a", le "n", les "s" seront placés dans les cases 

restantes, on obtient 9 ×  
8
2
 × 6 anagrammes. 

On a bien 9 ×  
8
2
 × 6 = 1512. 

Les deux résultats sont identiques, mais on peut vouloir savoir ce qui explique cette identité. 

On a  
9
2
 ×  

7
5
 × 2 =

9!

2! 7!
×

7!

5! 2!
× 2 =

9!

2! 5!
 

On a également 9 ×  
8
2
 × 6 = 9 ×

8!

2! 6!
× 6 =

9 × 8! × 6

2! 6!
=

9!

2! 5!
 

Le résultat obtenu est intéressant par sa régularité. On pourrait l'écrire ∶  
9!

2! 5! 1! 1!
. 

Il correspond au nombre de permutations des 9 lettres divisés par le produit du nombre de permutations 

de chacune des lettres du mot. 

Prenons par exemple le mot : "ananas". Il contient 3 "a", 2 "n" et 1 "s". On peut vérifier aisément que le 

nombre d'anagrammes de ce mot est égal à :  
6!

3! 2!
= 60 

1 

 

2 

a 

3 

 

4 

 

5 

 

6 

 

7 

 

8 

a 

9 

 

1 

s 

2 

a 

3 

s 

4 

s 

5 

 

6 

s 

7 

 

8 

a 

9 

s 
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3.7) Codage 
Nous avons traité un certains nombre de situation en partant du modèle de l'urne et des tirages 

successifs. 

Une autre démarche assez fréquente est celle du "codage". 

Commençons par mettre en place l'exemple de base. 

 

Combien de "mots" de longueur 𝑛 peut-on écrire avec 𝑝 (𝑝 ≤ 𝑛) "0" et (𝑛 − 𝑝) "1"? 

 

Il s'agit exactement de la même démarche que pour les anagrammes.  

Le résultat précédent nous laisse penser qu'il y a 
𝑛!

𝑝! (𝑛 − 𝑝)!
 "mots" de ce type, c'est-à-dire  

𝑛
𝑝 . 

Pour s'en convaincre, il suffit de s'apercevoir que pour écrire un tel mots il suffit de choisir 𝑝 cases parmi 

𝑛 cases numérotées de 1 à 𝑛. On place les "0" dans ces 𝑝 cases et les "1" dans les (𝑛 − 𝑝) restantes. 

Autrement dit on extrait simultanément 𝑝 boules d'une urne contenant 𝑛 boules numérotées de 1 à 𝑛. Ces 

𝑝 boules correspondent aux numéros des cases où l'on placera les "0". 

Il y a bien sûr  
𝑛
𝑝  façons de le faire. 

 

Chemins 

On considère la grille suivante : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

On doit aller du point D au point A en se déplaçant le long de la grille uniquement vers le haut ou vers la 

droite. 

On appelle chemin tout déplacement de ce type. 

Combien a-t'on de chemins de D vers A ? 

 

Un chemin peut se décrire comme une série d 'ordres se résumant à M pour "monter" et D pour "tourner 

à droite". 

Par exemple MDDMMDDDDMD est un chemin. 

 

On peut coder cette grille de la façon suivante :  

 

 

 

 

 

 

 

D 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A 
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Le chemin précédent s'écrit alors : 01100111101. 

C'est un mot de longueur 11, contenant 4 "0" et 7 "1". 

Tout chemin peut être représenté par un mot de ce type. 

Réciproquement, tout mot de ce type représente bien un chemin. Par exemple 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

On a comme codage : 11100111101 

Il y a autant de chemins que de tels mots. On sait qu'il y a  
11
4

 = 330 mots de ce type, donc chemins de D 

vers A. 

 

On choisit maintenant un point B sur la grille. Combien de chemins passent par B ? 

Un exemple est le suivant. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0 

0 

0 

0 

D 

 

 

 

 

 

1

  

 

 

 

 

 

1 

 

 

 

 

 

1 

 

 

 

 

 

1 

 

 

 

 

 

1 

 

 

 

 

 

1 

 

 

 

 

 

1 

A 

 

 

 

 

 

 

0 

0 

0 

0 

D 

 

 

 

 

 

1

  

 

 

 

 

 

1 

 

 

 

 

 

1 

 

 

 

 

 

1 

 

 

 

 

 

1 

 

 

 

 

 

1 

 

 

 

 

 

1 

A 

 

 

 

 

 

 

0 

0 

0 

0 

D 

 

 

 

 

 

1

  

 

 

 

 

 

1 

 

 

 

 

 

1 

 

 

 

 

 

1 

 

 

 

 

 

1 

 

 

 

 

 

1 

 

 

 

 

 

1 

A 

 

 

 

 

 

B 
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Se rendre de D à A en passant par B est une opération à deux étapes : suivre un chemin de D jusqu'à B, 

puis un chemin de B jusqu'à A. 

Il y a  
5
2
 = 10 chemins de D jusqu'à B et  

6
2
 = 15 chemins de B jusqu'à A. Il y a donc 10 × 15 = 150 

chemins passant par B. 

 

Les deux exemples précédents se généralisent sans difficulté à une grille comportant 𝑛 cases sur sa 

"longueur" et 𝑝 cases sur sa "hauteur". 

 

Tiroirs  

On veut ranger 10 objets identiques dans 6 tiroirs (qui peuvent rester éventuellement vide). De combien 

de façons peut-on le faire? 

On aura par exemple : 

 

 

 

Un autre cas pourrait être celui-ci : 

 

  

 

Dans le représentation des tiroirs que nous venons de faire, le « fond » ne sert à rien. 

 

 

  

Ou bien 

 

 

 

La délimitation de gauche du premier tiroir et celle de droite du dernier ne servent pas non plus (on 

considèrera que le premier tiroir est celui qui est avant la première barre et le dernier celui qui est après 

la dernière barre, ces barres sont en rouge sur le schéma). 

Il ne reste plus qu'à remplacer les barres par des "1" et les o par des "0". 

On obtient pour le premier placement : 100010000110100, et pour le second : 111100001000000. 

 

C'est-à-dire deux "mots" de longueur 15 comprenant 10 "0" et 5 "1". 

Réciproquement tout mot de cette sorte peut être traduit en tiroirs et objets. 

Par exemple 111000001000100 devient  

 

 

 

 

      OOO    OOOO           O         OO 

            OOOO   OOOOOO 

      OOO    OOOO           O         OO 

            OOOO   OOOOOO 

       OOOOO       OOO        OO 
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Il y a donc autant de façons de ranger ces 10 objets identiques dans ces 6 tiroirs que de mots de longueur 

15 comprenant 10 "0" et 5 "1". 

On a donc  
15
5

 = 3003 façons de ranger les 10 objets. 

 

On généralise sans peine à 𝑛 objets dans 𝑝 tiroirs.  

On trouvera ∶   
𝑛 + 𝑝 − 1

𝑛
 =

 𝑛 + 𝑝 − 1 !

𝑛!  𝑝 − 1 !
 façons de ranger 𝑛 objets identiques dans 𝑝 tiroirs. 

IV) Les propriétés des coefficients binomiaux  

4.1) Quelques cas particuliers  

On appelle coefficients binomiaux les nombres entiers de la forme  
𝑛
𝑝 . 

On a pour tout entier 𝑛 ∶ 

 
𝑛
0
     =     

𝑛!

0! 𝑛!
= 1

 
𝑛
𝑛
     =     

𝑛!

0! 𝑛!
= 1

 

 

On a  

 
𝑛
1
     =     

𝑛!

1! (𝑛 − 1)!
= 𝑛

 
𝑛

𝑛 − 1
     =     

𝑛!

1! (𝑛 − 1)!
= 𝑛

 

 

On a : 

 
𝑛
2
     =     

𝑛!

2! (𝑛 − 2)!
=

𝑛(𝑛 − 1)

2

 
𝑛

𝑛 − 2
     =     

𝑛!

2! (𝑛 − 2)!
=

𝑛(𝑛 − 1)

2

 

 

 

Par convention , si 𝑝 > 𝑛,  
𝑛
𝑝 = 0 (ce qui correspond au fait que l'on puisse pas extraire plus de 𝑛 

éléments dans un ensemble de cardinal 𝑛. 

De la même façon si 𝑝 < 0 on prendra  
𝑛
𝑝 = 0. 

4.2 ) Deux formules plus générales  
 

a) ∀𝑛 ∈ N, ∀𝑝 ∈ N,  
𝒏
𝒑 =  

𝒏
𝒏 − 𝒑  
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Il y a deux façons de montrer cette formule. 

La première utilise les principes du dénombrement. 

 
𝑛
𝑝  correspond au nombre de sous-ensembles de 𝑝 éléments que contient un ensemble contenant 𝑛 

élements. 

Pour obtenir de tels sous-ensembles, on peut placer 𝑛 boules dans une urne, chacune représentant un 

élément de l'ensemble. On procède au tirage simultané de 𝑝 boules. Il reste dans l'urne (𝑛 − 𝑝) boules. 

Autrement dit, chaque fois que l'on obtient un sous-ensemble de 𝑝 éléments on obtient simultanément un 

sous-ensemble de (𝑛 − 𝑝) éléments qui est son complémentaire. 

Appelons 𝐸 l'ensemble initial. 

Soit 𝐸𝑝  la famille de sous-ensembles de 𝐸 contenant 𝑝 éléments. On définit de même 𝐸𝑛−𝑝 . 

Soit 𝑓 l'application de 𝐸𝑝  dans 𝐸𝑛−𝑝  qui à tout élément de 𝐸𝑝  fait correspondre son complémentaire. 

Cette application est une bijection. 

En effet deux ensembles distincts ont des complémentaires distincts, ce qui prouve que 𝑓 est une 

injection. 

Et quelquesoit un élément de 𝐸𝑛−𝑝 , son complémentaire est un élément de 𝐸𝑝  qui a pour complémentaire 

cet élément de 𝐸𝑛−𝑝 . 

Ce qui prouve que 𝑓 est surjective. 

𝑓 étant une bijection entre deux ensembles finis, ces deux ensembles ont le même nombre d'éléments. 

Or 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐸𝑝) =  
𝑛
𝑝  et 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐸𝑛−𝑝) =  

𝑛
𝑛 − 𝑝 . 

On peut également démontrer cette formule par le calcul. 

On a évidemment  

 
𝑛
𝑝     =     

𝑛!

𝑝!  𝑛 − 𝑝 !

 
𝑛
𝑛 − 𝑝     =     

𝑛!

𝑝!  𝑛 − 𝑝 !

 

Ce qui prouve l'égalité. 

b) ∀𝑛 ∈ N, ∀𝑝 ∈ N, tel que 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑛,  𝒑 
𝒏
𝒑 = 𝒏  

𝒏 − 𝟏
𝒑 − 𝟏

  

 

Démontrons cette formule par le calcul. 

𝑝  
𝑛
𝑝     =     𝑝

𝑛!

𝑝!  𝑛 − 𝑝 !
=

𝑛!

(𝑝 − 1)!  𝑛 − 𝑝 !

𝑛  
𝑛 − 1
𝑝 − 1

     =     𝑛
 𝑛 − 1 !

 𝑝 − 1 !  𝑛 − 𝑝 !
=

𝑛!

(𝑝 − 1)!  𝑛 − 𝑝 !

 

 

Ce qu'il fallait démontrer. 

4.3) La formule de Pascal  
 

On a ∀𝑛 ∈ N, ∀𝑝 ∈ N, tel que 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑛, 
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𝒏
𝒑 =  

𝒏 − 𝟏
𝒑

 +  
𝒏 − 𝟏
𝒑 − 𝟏

  

 

On peut donner cette fois-ci encore deux sortes de preuves de cette formule. 

On peut bien entendu procéder par le calcul. 

 
𝑛 − 1
𝑝

 +  
𝑛 − 1
𝑝 − 1

     =   
 𝑛 − 1 !

𝑝!  𝑛 − 1 − 𝑝 !
+

 𝑛 − 1 !

 𝑝 − 1 !  𝑛 − 𝑝 !

                                        =     
(𝑛 − 𝑝) ×  𝑛 − 1 !

𝑝! (𝑛 − 𝑝)!
+
𝑝 ×  𝑛 − 1 !

𝑝! (𝑛 − 𝑝)!

                                         =     
(𝑛 − 𝑝 + 𝑝) ×  𝑛 − 1 !

𝑝! (𝑛 − 𝑝)!

                                         =     
𝑛 ×  𝑛 − 1 !

𝑝! (𝑛 − 𝑝)!

                                         =      
𝑛
𝑝 

 

 

 

On peut donner également une preuve combinatoire. 

Il y a  
𝑛
𝑝  sous-ensembles de 𝑝 élements dans un ensemble E contenant 𝑛 éléments. 

Soit 𝑎 un élément quelconque de E. 

Il a deux sortes de sous-ensembles de E contenant 𝑝 éléments : ceux qui contiennent 𝑎 et ceux qui ne 

contiennent pas 𝑎. 

En conservant la notation du 4-2) on peut écrire 𝐸𝑝  comme la réunion de deux ensembles disjoints que 

l'on notera 𝐸𝑝𝑎  et 𝐸𝑝𝑎 . 

Pour obtenir un ensemble appartenant à 𝐸𝑝𝑎 , il faut avoir 𝑝 − 1 éléments de 𝐸 que l'on prend parmi les 

𝑛 − 1 élements de 𝐸 qui sont différents de 𝑎. 

On a donc 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐸𝑝𝑎 ) =  
𝑛 − 1
𝑝 − 1

 . 

Pour obtenir un ensemble appartenant à 𝐸𝑝𝑎 , il faut prendre 𝑝 élements de E parmi les 𝑛 − 1 élements de 

E distincts de 𝑎. On a donc : 

𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐸𝑝𝑎) =  
𝑛 − 1
𝑝

 . 

Comme 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐸𝑝) = 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐸𝑝𝑎 ) + 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐸𝑝𝑎), on a bien la formule cherchée. 

4-4) La formule du binôme de Newton  
 

Cette formule est très importante et sera utilisée dans de nombreuses situations. 

∀𝑎 ∈ ℝ, ∀𝑏 ∈ ℝ, ∀𝑛 ∈ ℕ∗, (𝒂 + 𝒃)𝒏 =   
𝒏
𝒌
 𝒂𝒌𝒃𝒏−𝒌

𝐧

𝐤=𝟎
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Nous allons en faire une démonstration par récurrence pour 1²n . a  et b  étant deux nombres réels 

quelconques que l'on supposera non nuls. 

Soit (𝑃𝑛) ∶  (𝑎 + 𝑏)𝑛 =   
𝑛
𝑘
 𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

Vérifions (𝑃1). 

(𝑎 + 𝑏)1 = 𝑎 + 𝑏 

  
1
𝑘
 𝑎𝑘𝑏1−𝑘

1

k=0

= 𝑎0𝑏1 + 𝑎1𝑏0 = 𝑎 + 𝑏 

 

∀𝑚 ≥ 1, montrons que (𝑃𝑚) vraie implique (𝑃𝑚+1) vraie. 

 𝑃𝑚  :  𝑎 + 𝑏 𝑚 =   
𝑚
𝑘
 𝑎𝑘𝑏𝑚−𝑘

𝑚

𝑘=0

 

 𝑃𝑚+1 :  𝑎 + 𝑏 𝑚+1 =   
𝑚 + 1

𝑘
 𝑎𝑘𝑏𝑚−𝑘

𝑚+1

𝑘=0

 

(𝑎 + 𝑏)𝑚+1 = (𝑎 + 𝑏)𝑚 × (𝑎 + 𝑏) = (𝑎 + 𝑏)𝑚 × 𝑎 + (𝑎 + 𝑏)𝑚 × 𝑏. 

Donc d'après la propriété de récurrence : 

 

(𝑎 + 𝑏)𝑚+1 = 𝑎  

𝑚

𝑘=0

 
𝑚
𝑘
 𝑎𝑘𝑏𝑚−𝑘 + 𝑏  

𝑚
𝑘
 𝑎𝑘𝑏𝑚−𝑘

𝑚

𝑘=0    

=   
𝑚
𝑘
 𝑎𝑘+1𝑏𝑚−𝑘

𝑚

𝑘=0

+   
𝑚
𝑘
 𝑎𝑘𝑏𝑚−𝑘+1

𝑚

𝑘=0

 

 

  
𝑚
𝑘
 𝑎𝑘+1𝑏𝑚−𝑘

𝑚

𝑘=0

=   
𝑚
𝑘
 𝑎𝑘+1𝑏𝑚−𝑘−1+1

𝑚

𝑘=0

=   
𝑚
𝑘
 𝑎𝑘+1𝑏𝑚−𝑘−1𝑏

𝑚

𝑘=0

= 𝑏  
𝑚
𝑘
 𝑎𝑘+1𝑏𝑚−(𝑘+1)

𝑚

𝑘=0

 

 

Pour continuer nous allons procéder à un changement d'indices : 

 

𝑏  
𝑚
𝑘
 𝑎𝑘+1𝑏𝑚−(𝑘+1)

𝑚

𝑘=0

= 𝑏   
𝑚
𝑘
 𝑎𝑘+1𝑏𝑚−(𝑘+1)

𝑘+1=𝑚+1

𝑘+1=1

. 

On pose 𝑗 = 𝑘 + 1, on a : 

𝑏  
𝑚
𝑘
 𝑎𝑘+1𝑏𝑚−(𝑘+1)

𝑚

𝑘=0

= 𝑏   
𝑚
𝑗 − 1 𝑎

𝑗−1+1𝑏𝑚−(𝑗−1+1)

𝑗−1+1=𝑚+1

𝑗−1+1=1

 

Donc 

  
𝑚
𝑘
 𝑎𝑘+1𝑏𝑚−(𝑘+1)

𝑚

𝑘=0

= 𝑏   
𝑚

𝑗 − 1 𝑎
𝑗𝑏𝑚−𝑗

𝑚+1

𝑗=1

 

 

La variable j  comme k  étant "muette", on peut écrire en remplaçant j  par k  : 
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𝑚
𝑘
 𝑎𝑘+1𝑏𝑚− 𝑘+1 

𝑚

𝑘=0

=   
𝑚

𝑘 − 1
 𝑎𝑘𝑏𝑚+1−𝑘

𝑚+1

𝑘=1

 

Or d'après la formule de Pascal : 

 
𝑚 + 1

𝑘
 =  

𝑚
𝑘
 +  

𝑚
𝑘 − 1

  

 

Donc  

 
𝑚

𝑘 − 1
 =  

𝑚 + 1
𝑘

 −  
𝑚
𝑘
  

 

On en tire  

 

  
𝑚

𝑘 − 1
 𝑎𝑘𝑏𝑚+1−𝑘

𝑘=𝑚+1

𝑘=1

=   
𝑚 + 1

𝑘
 

𝑘=𝑚+1

𝑘=1

𝑎𝑘𝑏𝑚+1−𝑘 −   
𝑚
𝑘
 𝑎𝑘𝑏𝑚+1−𝑘

𝑘=𝑚+1

𝑘=1

 

 

On a donc  

 

(𝑎 + 𝑏)𝑚+1     =   
𝑚 + 1

𝑘
 𝑎𝑘𝑏𝑚+1−𝑘

𝑘=𝑚+1

𝑘=1

−   
𝑚
𝑘
 𝑎𝑘𝑏𝑚+1−𝑘

𝑘=𝑚+1

𝑘=1

+   
𝑚
𝑘
 𝑎𝑘𝑏𝑚−𝑘+1

𝑘=𝑚

𝑘=0

 

=   
𝑚 + 1

𝑘
 𝑎𝑘𝑏𝑚+1−𝑘

𝑘=𝑚+1

𝑘=1

−   
𝑚
𝑘
 𝑎𝑘𝑏𝑚+1−𝑘

𝑘=𝑚

𝑘=1

+   
𝑚
𝑘
 𝑎𝑘𝑏𝑚−𝑘+1

𝑘=𝑚

𝑘=1

+  
𝑚
0
 𝑎0𝑏𝑚−0+1 

=   
𝑚 + 1

𝑘
  

𝑚 + 1
𝑘

 

𝑘=𝑚+1

𝑘=1

𝑎𝑘𝑏𝑚+1−𝑘 + 𝑏𝑚+1 

=    
𝑚 + 1

𝑘
 

𝑘=𝑚+1

𝑘=1

𝑎𝑘𝑏𝑚+1−𝑘 +  
𝑚 + 1

0
 𝑎0𝑏𝑚−0+1 

=   
𝑚 + 1

𝑘
 𝑎𝑘𝑏𝑚+1−𝑘

𝑘=𝑚+1

𝑘=1

 

 

Ce qu'il fallait démontrer. 

La formule est donc prouvée pour tout entier 𝑛 ≥ 1. 

Pour 𝑛 = 0, si 𝑎 ≠ 0, 𝑏 ≠ 0, 𝑎 + 𝑏 ≠ 0, on a bien (𝑎 + 𝑏)0 =   
0
𝑘
 𝑎𝑘𝑏0−𝑘

0

𝑘=0

 
0
𝑘
 𝑎𝑘𝑏0−𝑘  puisque 1 = 1. 

Pour les autres cas , il y a le problème de 00. 

 

En appliquant cette formule, on trouve aisément : 

 (𝑎 + 𝑏)7 = 𝑎7 + 7𝑎6𝑏 + 21𝑎5𝑏2 + 35𝑎4𝑏3 + 35𝑎3𝑏4 + 21𝑎2𝑏5 + 7𝑎𝑏6 + 𝑏7 
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Une présentation pratique : le triangle de Pascal 

 

1        

1 1       

1 2 1      

1 3 3 1     

1 4 6 4 1    

1 5 10 10 5 1   

1 6 15 20 15 6 1  

1 7 21 35 35 21 7 1 

  

Quelques cas particuliers concernant la formule du binôme de N ewton :  

 

(𝑥 + 1)𝑛 =   
𝑛
𝑘
 𝑥𝑘1𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

=   
𝑛
𝑘
 𝑥𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 

En remplaçant 𝑥 par 1, on trouve :   (1 + 1)𝑛 =   
𝑛
𝑘
 

𝑛

𝑘=0

1𝑘1𝑛−𝑘  , ce qui donne ∶ 

𝟐𝒏 =   
𝒏
𝒌
 

𝒏

𝒌=𝟎

 

  

Formule dont on peut donner une preuve combinatoire. 

En effet 2𝑛  représente le nombre de sous-ensembles d'un ensemble à 𝑛 éléments. 

En gardant les notations du 4-2) on peut écrire  

 

𝑃 𝐸 = 𝐸0 ∪ 𝐸1 ∪. . .∪ 𝐸𝑛 =  𝐸𝑘

𝑛

𝑘=1

. 

 

Or ∀𝑘, 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐸𝑘) =  
𝑛
𝑘
  et tous les ensembles 𝐸𝑖  sont disjoints deux à deux. On a donc : 

 

𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑃 𝐸  =  𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐸𝑘)

𝑛

𝑘=0

=   
𝑛
𝑘
 

𝑛

𝑘=0

 

Et comme 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝑃(𝐸)) = 2𝑛 , on a bien   
𝑛
𝑘
 

𝑛

𝑘=0

= 2𝑛 . 

 

En remplaçant 𝑥 par − 1, on a pour 𝑛 ≥ 1 ∶  (−1 + 1)𝑛 =   
𝑛
𝑘
 

𝑛

𝑘=0

 −1 𝑘 , ce qui donne : 
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𝑛
𝑘
 

𝑛

𝑘=0

 −1 𝑘 = 0 

  

Si l'on reprend la formule générale et que l'on remplace 𝑎 par 𝑥 et 𝑏 par 1 − 𝑥, on obtient : 

 

(𝑥 + 1 − 𝑥)𝑛 =   
𝑛
𝑘
 

𝑛

𝑘=0

𝑥𝑘 1 − 𝑥 𝑛−𝑘  

Et donc  

 

  
𝑛
𝑘
 

𝑛

𝑘=0

𝑥𝑘 1 − 𝑥 𝑛−𝑘 = 1 

Cette écriture aura particulièrement d'intérêt quand x  est un nombre réel compris entre 0 et 1 et peut 

donc représenter une probabilité. Par exemple :  

  
𝑛
𝑘
 

𝑛

𝑘=0

 
1

3
 
𝑘

 
2

3
 
𝑛−𝑘

= 1 

4-5) Sommes de coefficients binomiaux  
 

On a la formule suivante : 

∀𝑛 ∈ ℕ,pour tout entier 𝑝 tel que 0 ≤ 𝑝 ≤ 𝑛,   
𝒌
𝒑
 

𝒏

𝒌=𝒑

=  
𝒏 + 𝟏
𝒑 + 𝟏

  

Démontrons cette formule par récurrence sur 𝒏. 

On a pour 𝑛 = 𝑝, 

  
𝑘
𝑝
 

𝑝

𝑘=𝑝

=  
𝑝
𝑝 = 1 

 
𝑝 + 1
𝑝 + 1

 = 1 

La formule est donc initialisée. 

∀𝑛 ≥ 𝑝, montrons que si Σ
𝑘=𝑝

𝑛

 
𝑘
𝑝
 =  

𝑛 + 1
𝑝 + 1

  alors Σ
𝑘=𝑝

𝑛+1

 
𝑘
𝑝
 =  

𝑛 + 2
𝑝 + 1

  

On a 

  
𝑘
𝑝
 

𝑛+1

𝑘=𝑝

=   
𝑘
𝑝
 

𝑛

𝑘=𝑝

+  
𝑛 + 1
𝑝

 =  
𝑛 + 1
𝑝 + 1

 +  
𝑛 + 1
𝑝

 =  
𝑛 + 2
𝑝 + 1

  

Il y a donc hérédité et la formule est donc démontrée. 
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4-5) La formule de Vandermonde  
 

La formule de Vandermonde est la suivante : 𝑎,𝑏 et 𝑛 étant trois entiers, on a : 

  
𝒂
𝒌
  

𝒃
𝒏 − 𝒌

 =

𝒏

𝒌=𝟎

 
𝒂 + 𝒃
𝒏

  

  

Montrons d'abord que cette formule est vraie si 𝑛 > 𝑎 + 𝑏 

On a dans ce cas  
𝑎 + 𝑏
𝑛

 = 0. 

Ecrivons la somme   
𝑎
𝑘
  

𝑏
𝑛 − 𝑘

 

𝑛

𝑘=0

 sous la forme   
𝑎
𝑘
  

𝑏
𝑛 − 𝑘

 

𝑎

𝑘=0

+   
𝑎
𝑘
  

𝑏
𝑛 − 𝑘

 

𝑛

𝑘=𝑎+1

. 

La deuxième partie de cette expression est égale à 0. En effet, ∀𝑘 ≥ 𝑎 + 1, on a 𝑘 ≥ 𝑎 donc  
𝑎
𝑘
 = 0. 

On a donc   
𝑎
𝑘
  

𝑏
𝑛 − 𝑘

 

𝑛

𝑘=0

=    
𝑎
𝑘
  

𝑏
𝑛 − 𝑘

 

𝑎

𝑘=0

. 

Or ∀𝑘 ≤ 𝑎, −𝑘 ≥ −𝑎 et donc 𝑛 − 𝑘 ≥ 𝑛 − 𝑎. Or 𝑛 > 𝑎 + 𝑏 donne 𝑛 − 𝑎 > 𝑏 donc 𝑛 − 𝑘 > 𝑏 et donc 

 
𝑏
𝑛 − 𝑘

 = 0. 

Donc   
𝑎
𝑘
  

𝑏
𝑛 − 𝑘

 

𝑎

𝑘=0

= 0 et donc   
𝑎
𝑘
  

𝑏
𝑛 − 𝑘

 

𝑛

𝑘=0

= 0 

 

On se place maintenant dans le cas où 𝑛 ≤ 𝑎 + 𝑏. 

Démontrons cette formule par récurrence sur 𝑛.  

On considère la propriété (𝑃𝑛) ∶ ∀𝑎 ∈ ℕ, ∀𝑏 ∈ ℕ,   
𝑎
𝑘
  

𝑏
𝑛 − 𝑘

 

𝑛

𝑘=0

=  
𝑎 + 𝑏
𝑛

 . 

Montrons que (𝑃0) est vraie. 

 𝑃0 : ∀𝑎 ∈ 𝑁, ∀𝑏 ∈ 𝑁,   
𝑎
𝑘
  

𝑏
0 − 𝑘

 

0

𝑘=0

=
?
 
𝑎 + 𝑏

0
  

  
𝑎
𝑘
  

𝑏
0 − 𝑘

 

0

𝑘=0

=  
𝑎
0
  

𝑏
0
 = 1 × 1 = 1  𝑒𝑡   

𝑎 + 𝑏
0

 = 1. 

Donc la propriété (𝑃0) est vraie. 

 

∀𝑛 ≥ 0, montrons que si   
𝑎
𝑘
  

𝑏
𝑛 − 𝑘

 

𝑛

𝑘=0

=  
𝑎 + 𝑏
𝑛

 alors   
𝑎
𝑘
  

𝑏
𝑛 + 1 − 𝑘

 

𝑛+1

𝑘=0

=  
𝑎 + 𝑏
𝑛 + 1

  

Si 𝑏 = 0, cette relation est vraie. En effet   
𝑎
𝑘
  

0
𝑛 + 1 − 𝑘

 

𝑛+1

𝑘=0

=  
𝑎

𝑛 + 1
 =  

𝑎 + 0
𝑛 + 1

  

On prendra dans la suite 𝑏 ≥ 1. 
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On a d'après la formule de Pascal :  
𝑏

𝑛 + 1 − 𝑘
 =  

𝑏 − 1
𝑛 + 1 − 𝑘

 +  
𝑏 − 1
𝑛 − 𝑘

 . 

Donc 

  
𝑎
𝑘
 

𝑛+1

𝑘=0

 
𝑏

𝑛 + 1 − 𝑘
 =   

𝑎
𝑘
 

𝑛+1

𝑘=0

 
𝑏 − 1

𝑛 + 1 − 𝑘
 +   

𝑎
𝑘
 

𝑛+1

𝑘=0

 
𝑏 − 1
𝑛 − 𝑘

  

 

Or  

  
𝑎
𝑘
 

𝑛+1

𝑘=0

 
𝑏 − 1
𝑛 − 𝑘

 =   
𝑎
𝑘
 

𝑛

𝑘=0

 
𝑏 − 1
𝑛 − 𝑘

 +  
𝑎

𝑛 + 1
  

𝑏 − 1
𝑛 −  𝑛 + 1 

  

=   
𝑎
𝑘
 

𝑛

𝑘=0

 
𝑏 − 1
𝑛 − 𝑘

 +  
𝑎

𝑛 + 1
  

𝑏 − 1
−1

  

=   
𝑎
𝑘
 

𝑛

𝑘=0

 
𝑏 − 1
𝑛 − 𝑘

 +  
𝑎

𝑛 + 1
 × 0 

=   
𝑎
𝑘
 

𝑛

𝑘=0

 
𝑏 − 1
𝑛 − 𝑘

  

%Ô ÄÏÎÃ ÄȭÁÐÒîÓ ÌÁ ÒÅÌÁÔÉÏÎ ÄÅ ÒïÃÕÒÒÅÎÃÅȟ 

  
𝑎
𝑘
 

𝑛+1

𝑘=0

 
𝑏 − 1
𝑛 − 𝑘

 =  
𝑎 + 𝑏 − 1

𝑛
  

On a donc pour toute valeur de 𝑏 

  
𝑎
𝑘
 

𝑛+1

𝑘=0

 
𝑏

𝑛 + 1 − 𝑘
 =   

𝑎
𝑘
 

𝑛+1

𝑘=0

 
𝑏 − 1

𝑛 + 1 − 𝑘
 +  

𝑎 + 𝑏 − 1
𝑛

  

Donc 

  
𝑎
𝑘
 

𝑛+1

𝑘=0

 
𝑏

𝑛 + 1 − 𝑘
 −  

𝑎
𝑘
 

𝑛+1

𝑘=0

 
𝑏 − 1

𝑛 + 1 − 𝑘
 =  

𝑎 + 𝑏 − 1
𝑛

  

Donc pour tout nombre entier 𝑗 

  
𝑎
𝑘
 

𝑛+1

𝑘=0

 
𝑗

𝑛 + 1 − 𝑘
 −   

𝑎
𝑘
 

𝑛+1

𝑘=0

 
𝑗 − 1

𝑛 + 1 − 𝑘
 =  

𝑎 + 𝑗 − 1
𝑛

  

Posons 

𝑓 𝑗 =   
𝑎
𝑘
 

𝑛+1

𝑘=0

 
𝑗

𝑛 + 1 − 𝑘
  

,ȭïÇÁÌÉÔï ÐÒïÃïÄÅÎÔÅ ÓȭïÃÒÉÔ 

𝑓 𝑗 − 𝑓 𝑗 − 1 =  
𝑎 + 𝑗 − 1

𝑛
  

En sommant toutes les égalités quand on fait varier 𝑗 de 1 à 𝑏, on obtient 
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 𝑓 𝑗 − 𝑓 𝑗 − 1 

𝑏

𝑗=1

=   
𝑎 + 𝑗 − 1

𝑛
 

𝑏

𝑗=1

 

$ȭÁÐÒîÓ ÌÁ ÒîÇÌÅ ÄÅÓ ÄÏÍÉÎÏÓȟ ÏÎ Á 

𝑓 𝑏 − 𝑓 0 =   
𝑎 + 𝑗 − 1

𝑛
 

𝑏

𝑗=1

 

Donc  

𝑓 𝑏 = 𝑓 0 +   
𝑎 + 𝑗 − 1

𝑛
 

𝑏

𝑗=1

 

0ÏÕÒ ÓÅ ÒÁÍÅÎÅÒ Û ÌÁ ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÕ τȢυȟ ÐÒÏÃïÄÏÎÓ Û ÕÎ ÃÈÁÎÇÅÍÅÎÔ ÄȭÉndice. 

On peut écrire 

  
𝑎 + 𝑗 − 1

𝑛
 

𝑏

𝑗=1

=   
𝑎 + 𝑗 − 1

𝑛
 

𝑎+𝑗−1=𝑎+𝑏−1

𝑎+𝑗−1=𝑎

=   
𝑖
𝑛
 

𝑎+𝑏−1

𝑖=𝑎

 

/Î Á ÄȭÁÕÔÒÅ ÐÁÒÔ  

𝑓 0 =   
𝑎
𝑘
 

𝑛+1

𝑘=0

 
0

𝑛 + 1 − 𝑘
 =  

𝑎
𝑛 + 1

  

En effet pour 𝑘 < 𝑛 + 1, 𝑛 + 1 − 𝑘 > 0, donc  
0

𝑛 + 1 − 𝑘
 = 0. 

Pour 𝑘 = 𝑛 + 1,  
𝑎
𝑘
  

0
𝑛 + 1 − 𝑘

 =  
𝑎

𝑛 + 1
  

0
0
 =  

𝑎
𝑛 + 1

  

On a donc 

  
𝑎
𝑘
 

𝑛+1

𝑘=0

 
𝑏

𝑛 + 1 − 𝑘
 =  

𝑎
𝑛 + 1

 +   
𝑖
𝑛
 

𝑎+𝑏−1

𝑖=𝑎

 

Deux cas se présentent : 

si 𝑎 < 𝑛, alors on peut écrire : 

  
𝑖
𝑛
 

𝑎+𝑏−1

𝑖=𝑎

=   
𝑖
𝑛
 

𝑛−1

𝑖=𝑎

+   
𝑖
𝑛
 

𝑎+𝑏−1

𝑖=𝑛

 

Comme∀ 𝑖, tel que 𝑎 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1,   
𝑖
𝑛
 =0 on a 

  
𝑖
𝑛
 

𝑛−1

𝑖=𝑎

= 0 

Donc 

  
𝑖
𝑛
 

𝑎+𝑏−1

𝑖=𝑎

= 0 +   
𝑖
𝑛
 

𝑎+𝑏−1

𝑖=𝑛

=  
𝑎 + 𝑏
𝑛 + 1

  d'après le 4.5 

Or  
𝑎

𝑛 + 1
 = 0, puisque 𝑎 < 𝑛 + 1. 

Donc 
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𝑎
𝑘
 

𝑛+1

𝑘=0

 
𝑏

𝑛 + 1 − 𝑘
 =  

𝑎 + 𝑏
𝑛 + 1

  

Si 𝑎 ≥ 𝑛, on a  

  
𝑖
𝑛
 

𝑎+𝑏−1

𝑖=𝑎

=   
𝑖
𝑛
 

𝑎±𝑏−1

𝑖=𝑛

−  
𝑖
𝑛
 

𝑎−1

𝑖=𝑛

 

$ȭÁÐÒîÓ ÌÅ τȢυȟ ÏÎ Á 

  
𝑖
𝑛
 

𝑎+𝑏−1

𝑖=𝑎

=  
𝑎 + 𝑏
𝑛 + 1

 −  
𝑎

𝑛 + 1
  

Et donc 

  
𝑎
𝑘
 

𝑛+1

𝑘=0

 
𝑏

𝑛 + 1 − 𝑘
 =  

𝑎
𝑛 + 1

 +  
𝑎 + 𝑏
𝑛 + 1

 −  
𝑎

𝑛 + 1
 =  

𝑎 + 𝑏
𝑛 + 1

  

 

Ce qu'il fallait démontrer. 

 

Une application classique de la formule de Vandermonde est la suivante :  

Si l'on prend 𝑎 = 𝑏 = 𝑛, on en tire ∶    
𝑛
𝑘
  

𝑛
𝑛 − 𝑘

 

𝑛

𝑘=0

=  
𝑛 + 𝑛
𝑛

 =  
2𝑛
𝑛
 . 

Or   
𝑛

𝑛 − 𝑘
 =  

𝑛
𝑘
 . On obtient donc 

  
𝒏
𝒌
 
𝟐

𝒏

𝒌=𝟎

=  
𝟐𝒏
𝒏
  

 

 


