COMPARAISON LOCALE DES
FONCTIONS

1) Fonction négligeable

fet g sont deux fonctions définies sur un intervalle 1. Soit a un élément de I
ou une borne de 1.
On dit que f est négligeable devant g au voisinage de a si et seulement si il
existe a > 0 et une fonction e:la —a,a + a[- R tels que :
Vx €la—a,a+alnl, f(x) = g(x)e(x)avec)lci_r)rcll ex)=0
DEFINITION Dans ces conditions on note : f =o0(9) ou f = o(g) et lorsqu'aucune confusion
n'est possible, f = o(g)
En pratique si la fonction g ne s'annule pas au voisinage de a, on dit que f
est négligeable devant g pour signifier que:
x
im 75 =

Montrer que la fonction x = x est négligeable
devant la fonction x = +/x au voisinage de 0.

Remarquons dire que g ne s'annule pas au voisinage de a ne signifie pas que limg(x) # 0 comme le
xX—a

montre |I'exemple précédent.

On dit que f est négligeable devant g au voisinage de += si et seulement si il
existe a >0 et une fonction e:]a, +oo[ dans R tels que :
Vx €]a, +oo[, f(x) = g(x)e(x)avec lir_P e(x)=0
X —>1+00
Dans ces conditions on notera f = o ou f= o , OU encore Si aucune
DEFINITION f=p@ouf= 0,9
confusion n'est possible, f = o(g).

En pratique cela revient a montrer que
X
o _

e g ()

f et g sont deux fonctions définies sur un intervalle ]a, +oo[.

Justifier que la fonction x — x est négligeable
devant x — e* au voisinage de +oo.

|

On aura une définition de méme type pour la négligeabilité en -oo.



2) Opérations sur les fonctions négligeables

fet g étant deux fonctions définies sur un méme intervalle I, a un
élément de I ou une borne de I (ou + ou -«).
ng1l) Si f=o0(g) et si g=o(h) alors f =o(h)
PROPRIETES ng2) Sifi=o0(g) et si f, =o0(g) alors fi + f, = o(g)
ng3) Soit A€ R’ si f = o(g) alors Af =o0(g) et f = 0(Ag)
ng4) Si f1=o0(g1) et si f>=0(gs) alors fif, = 0(g192)

1° Démontrer ces quatre propriétés.

2° Démontrer la propriété suivante :
Soit (f)1<k<n une famille de n fonctions telles que
Vk € [1,n], fy = 0(9)

alors fi =0(9)
kz 3

3° On consideére les fonctions fi:x » x, fo:x = x + let g: x — x2.

Montrer que f; et f, sont négligeables devant g en +oo.
En est-il de méme pour le produit f f; ?
Que peut-on en conclure pour le produit de fonctions négligeables ?

4° Soit (fi )1<k<n €t (gk)1<k<n deux familles de n fonctions telles que
vk € [1,n], fr = o(gx)

n n
Montrer que ka =0 (1_[ gk>
k=1 k=1

5° On considere les fonctions fi:x = x, frrx > x+1,gi:x > e’ etgr:x » —e* + x.
Montrer que f; = 0(g,) etque f; = 0(g>)-
A-tonfi + f, = 0o(g1 + g2) ? Conclure.

3) Les théoremes de croissance comparée

Ces théoremes qui ont été vus en classe terminale constituent un véritable constructeur de fonctions
négligeables.

Nous les donnerons ici sans démonstration. Ces théorémes ont été revus et démontrés dans le TD sur
les limites usuelles.

conditions limites fonctions négligeables
lim P _ In(x) = o(x)
xX—+00 X
In(x)
Va >0 A, e =0 In(x) = o(x*)




B
Va >0,Y8>0 | [im (In(x)) -0 (ln(x))ﬂ = o(x%)

x—+00 X
lim xIn(x) =0 (1
x-07t ln(x) 0_+ o ;

. 1
Va > 0,vn € N* xlirgl+ x“ (ln(x))n =0 (m(x))” =0 (x_“>

. _ — x
Jm 0 | X o)
a
Va > 0,V8 > 0 lim —— = 0 x® = o(ef)
x—+00 eﬂx ©
‘ 1
xl_i)rgoxex =0 ¢ =0 (;)
Va>0,vp>0 | limx®ef* =0 e = o (xia)

4) Fonctions équivalentes

DEFINITION

Exemple

f et g deux fonctions définies sur un intervalle I et a un élément del ou une
borne de 1.

On dit que f et g sont équivalentes au voisinage de a si et seulement si :

il existe a>0 et une fonction e:la—a,a+a[ dans R tels que Vx €
Ja, +oof, f(x) = g(x)(1 + £(x)) avec let(/l\ g(x)=0

Dans ces conditions, on notera f ~g ou plus simplement s'il n'y a pas
d'ambiguité : f~g

En pratique si g(x) # 0 lorsque x est proche de a, dire que f est équivalent a

g au voisinage de a revient a dire que

f(x)
lim—==1
xlirc% (x)
On considere la fonction f définie sur [—1,0[U]0, +oo[ par :
vi+x—-1
f(x) = -1
796
1) Montrer que Fon a f(x) = ———
ontrer que l'ona f(x) = ———
a Vi+x+1
1
2) En déduire que V1 + x — 1E§x




On a des équivalents classiques en 0 :

In(1 + x) X

X

e* —1~x
0

On a une définition du méme type en l'infini :

f et g sont deux fonctions définies sur un intervalle ]a, +ool.

On dit que f est équivalente a g au voisinage de += si et seulement si :

il existe a >0 et une fonction &:]a,+oo[ dans R tels que Vx €]a, +oof, f(x) =

gx)(1 + e(x)) avec xl_i)rllooe(x) =0

DEFINITION

Dans ces conditions on notera f+~ g , ou encore si aucune confusion n'est
(ee]

que

possible, f~g.
En pratique dire que f est équivalent a g au voisinage de += revient a dire
x
lim L) =1
x>+ g(x)

On définit de la méme facon I'équivalence au voisinage de —c0.

4) Propriétés de 1'équivalence

a étant un réel ou +oo ou -co.
On a les propriétés suivantes qui sont des conséquences des théoremes sur les limites :

PROPRIETES

1) Si f~g alors g~f (symétrie de la relation d'équivalence)
2) Si f~g et si g~h alors f~h (transitivité de la relation d'équivalence).

3) Si fi~g1 et si fa~g> alors fif,~g1g2 (compatibilité avec le produit).
f
f2

réserve d'existence des deux membres).

4) Si fi1~g1 et si fa~g, alors ~%(compatibih’té avec le quotient, sous

S5) Si f~g et a€R alors f*~g* (compatibilité avec [‘élévation a une
puissance, sous réserve d'existence).

&) Si f~g alors |f|~|g| (compatibilité avec la valeur absolue)

7) Deux fonctions équivalentes ont méme limite si cette limite existe.

8) Si f(x) » ¢ et si £ # 0 alors f~2. (attention au cas £ = 0)

+
7) Si f~g et si limf () = limg() = {©  alors In(f)~n(g)
x—a x—a + o0
(en général il n'y a pas compatibilité avec la composition d'ou ['intérét de
cette situation particuliere).
10) Si f = o(g) alors f + g~g



terme de plus haut degré en +oo0 ou en —oo.

2x2+3x+1
—x% +x

Les pieges les plus fréquents :

Remplacer des équivalents dans une somme :
Par exemple f(x) =x + letg(x) = —x + 1.
Ona f(x)+~ x et g(x)+~ —-x

Or f(x) + g(x) = 2 quin'est pas équivalent a 0.

Utiliser des fonctions composées avec des équivalents

1 1 1
fO =+ g =5

1° Montrer que si a # 0,ax® + bx? + cx + d ~ax
+o0

2° De facon générale démontrer que tout polyndme est équivalent a son

3° Déterminer un équivalent de vV2x? — 3x + 1 en +oo.

4° Calculer la limite de v Er—-y quand x tend vers + co.

5° Montrer que Vn € [2,+o[N N, x™ est négligeable devant x quand vers 0.
En déduire un équivalent de x® + 2x2 + 5x au voisinage de 0

3

2
Ona
1 + 1
x)  x2 ' x 1 1 Vx+x? 1+ xVx
f(x) X xz(_2+_)= _ — 1+ xVx
g(x) 2z X% Ax Vx 1
x
Donc
ml & _
x=0 g(x)
donc f;g
A-t'on e/ ~e9 . Nous allons voir que non.
Ona
of ) 1
= /=9 = ovx
e!](x)
Or
1
lim eVx = 40

x—0



