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1) Applications linéaires - Généralités

L'idée d'application linéaire est intimement liée a celle d'espace vectoriel.
Elle traduit la stabilité par combinaison linéaire.

DEFINITION

Soit E et F deux espaces vectoriels (on supposera que l'addition est
notée de la méme facon dans ces deux espaces). Soit fune application
de E dans F.
On dit que f est une application linéaire de E dans F si elle
possede les propriétés suivantes

> Yu€eEEVYvEE,f(ut+v)=f(u+f(v)

- Yu € E,Vk € R, f(ku) = kf (u)

On a alors la caractérisation suivante :

THEOREME
Soit E et F deux espaces vectoriels. Soit f une application de E
dans F.
f est une application linéaire si et seulement si
Yu € E,\Vv €E E,\Va € R, VS ER,
f(au+ pv) = af (w) + Bf(v)

Sens direct :
Si f est une AL, alors f(au + Bv) = f(au) + f(Bv) et f(au) = af (u) et f(Bv) = Lf (V).
Donc

f(au+ pv) = af (u) + Bf(v)
Sens réciproque
Sivu e E\Vv € E,Va e RVB € R, f(au + pv) = af(u) + f(v),
on aura en particulier poura = =1

fQu+lv) = fu+v)=1f(w) +1f(v) = f(w) + f(v)

etpour f =0



fau+0v) = f(au +0f) = f(au) = af (u) + 0f (v) = af (u) + Op = af (u)
Une forme plus condensée

THEOREME

Soit E et F deux espaces vectoriels. Soit f une application de E
dans F.

f est une application linéaire si et seulement si
Yu € E,Vv € E,Va € R, f(au+v) = af(u) + f(v)

Sens direct :
Si f estune AL, alors f(au + v) = f(au) + f(v) et f(au) = af (u)
Donc

flau+v) =af (W) + f(v)

Sens réciproque
Commencons par un résultat préliminaired, [ 1T T OOT T O NOBS O1 A telfeRyizive A AOE
E.Vv € E,Va € R, f(au +v) = af (u) + f(v), remplit la propriété f(0z) = Op.
Onaenprenanta =1 et v =0,
aut+rv=1lu+0;=u+0;=u
On a donc en appliquant la formule :

f@) = fQQu+0g) =1f(w) + f(0p) = f(u) + f(Op)

Donc

f) = fw) = f(OF)

Donc

f(Op) =0p
Passons a la démonstration des deux propriétés de la linéarité :
SiVvu e E,ZVv € E,Va € R, f(au +v) = af (u) + f(v),
on aura en particulier pour a = 1

fAu+v) =fu+v)=1f(w) + f(v) = f(w) + f(v)

et pour v = O

flau+0g) = f(aw) = af (w) + f(0p) = af (u) + O0p = af (u)

2) Compatibilité avec la structure d'espace vectoriel

Deux résultats sont utiles. IIs concernent les opposés et I'élément neutre.

THEOREME
Soit fune AL de E dans F. Alors

Vu€eE f(-u) = —f(u)

On a évidemment

fw) = f((Dw) = Df W) = —f(w)

THEOREME



SOIT f UNE AL DE E DANS F, ALORS
f(Og) =0p

On a pour tout u dans E,

fOp)=fu—uw)=flu+(-w)=fW+f(-uw) =f() - f(w) =0F

3) Exemples d'applications linéaires

Exemple 1
On considére I'ensemble M, (R) et I'application de cet ensemble dans R définie de la fagon suivante

SiMZ(CCl Z),t(M) —a+d,

Ona

Ple(@ D+ D)=r(Cers @)
=aa+x+ad+v
=ala+d)+ (x+v)

=ar((© 2)+r (G %)

Exemple 2
On considére les ensembles R* et R? (qui sont des ev) et I'application f de R® dans R? définit par :
Vu=(x,v,z) € RS f(u)=vavecv=02x+y,z—y)
Faisons la démonstration en deux étapes.
Soit (x,y,z) et (a, b, c) deux vecteurs de RS,
Ona
f((x,y,2) +(a,b,c))=f(x+a,y+bz+c)
=2+ @)+ +b), @+~ +Db))
=(2x+2a+y+b,z+c—y—>b)
=2x+y,z—y)+2a+b,c—b)
= f((x.y.2)) + f((@.b,0))
3E 1 AOO O7 O, AL unlNékur de R, dOA AO
f(Ax,y,2)) = f((Ax, 2y, 12))
= (2Ax + Ay, Az — Ly)

=A2x+y,z—y)
= Af ((x,y,2))
L'application est linéaire.
Exemple 3
/T AT 1T OEAT OA 1 86A1T OAI Al AR SoAD(R)YEdt éndeitilel T O Ai OEOAAI A
Noussavi T O NOA AAO AT OAiI AT A AOO O1 Oi M B @pfdntiéns O A A

deR dansR8 ! AA OEOOA AGAOO O AOPAAA OAAOIT OEAI 8



Soitdl 6 ADDI ERAR)AMmE F(R, R)Aui a toute fonction f de D(R) fait correspondre la fonction
f' de F(R, R).
Soit f et g deux fonctionsde D(R)AO 4 AO 1 AAO@ 111 AOAO Oi Al 08
Ona

- d(af+Bg)=(af +Bg) = af +pg = ad(f)+pd(g)
, 0 ADD I debt AcDHihéhire.

Exemple 4
/I'T AT 1T OEAT OA 1 8AO0OPAAA OAAfiedaukdala Z:ROX]DT 1 UT EI AO A
On définit sur cet espace vectoriel une application notée ¢ définie de la facon suivante :
Si P € R3[X], ¢(P) estla fonction Q définie pour tout réel x par :
Q(x) = xP'(x) + 2P(x)
Nous savons que si P est un polynéme de degré inférieur ou égal a 3, P’ est un polynéme de degré
ET £ OEAOO 1 O i ChAdxPQx) estBine applikabidh pdiyAoEdE defré inférieur ou égal
a3.
Q apparait alors comme la somme de deux polynémes de degré inférieur ou égal a 3. Donc Q est une
APDPl EAAQET T AAR;[X§dAromiAnAde. OAAOT OEAI
Soit Py et P, deux éléments de Rz[X] et Q; = ¢p(P1),Q; =¢p(P,).3T EO 4 O 111 AOA Oi /
On aura pour tout réel x :
Q1(x) = xPy(x) + 2Py (x)
Q2(x) = xPy(x) + 2P, (x)
Soit P = aP; + P, et Q = ¢p(P).
On a pour tout réel x:
Q(x) = xP'(x) + 2P(x)

= x(aPy + Py) (x) + 2(aPy + P,)(x)

= x(aPy(x) + P(x)) + 2aP; (x) + 2P,(x)

= a(xPy(x) + 2P (x)) + (xP, (x) + P(x))

= aQq(x) + Q2(x)

On adonc
Q=aQ,+Q;
Et donc
¢(aPL + Py) = ap(P1) + $(P2)
, 8 AD DI EeBtArd Epplication linéaire de R3[X] dans R;[X].
Onditquecd AOO O1T AT ATR;IXIOPEEOI A AA

Exemple 5
Au collége on appelait application linéaire toute application de R dans R de la forme :
f(x) =ax
5TA APPI EAAOEIT 1 ETi AEOA AOO AEAT 8 1 ETi AEOAS
Enefft RA OT A OOOOAOOOA AGAOPAAA OAAOI OEAI 8
On a pour tout couple deréels (x,») AO BT OO0 O1 64 111 AOA Oi Al 1

fAx +y) =a(lx +y) = dax + ay = Af (x) + f(y)

MaisdansRh AAO ADPDPI EAAOEITO Oi1 0 1 A0 OAOI AO ADPDI EA/
O

51A APDPI EAAOQCET I AEsFET A TO6AOO PAO 1 ET1T AEOASB



Prenons f(x) = ax + b.
fAx+y)=a(Ax+y)+b=Aax+ay+b = lax + f(y)
, A ElTAOCET T AAOOSi A(x)=6cR0d Oparskrplel ET i AEOA
g(2)=22=4
gD +g)=12+12=2
Donc
g1 +1) #g()+g(1)

4) L'ensemble des applications linéaires

On note L(E, F) I'ensemble des applications linéairesde ] 8 A O D A A AE dénAIAGON EMAA AF. OA A
On a alors le résultat suivant :

THEOREME

L(E,F) a une structure d'espace vectoriel sur R.

On peut en effet définir la somme de deux applications linéaires de E dans F de la fagon suivante :
Sife L(E,F),ge L(E,F)h 1 8ADPDPI EAAOQEIfH g Gtledt déthiefaOO 1T 1 O7 A

Vx €E,(f + g)(x) = f(x) + g(x)
/I'T PAOGO i CAI AT AT O Ai £ZET EO 1 A by FA @E@cobshi@antdi O A
Sif € L(E,F)etsik€R,1 8 ADDI E A AfGe& définielpdr:07 A

Vx € E, (kf)(x) = k f(x)

/I'T PAOO OAI AONOAO NOA AAOG AAO@ Ai £ZET EOQEI T O 011 ¢
de fonction somme de deux fonctions, et fonction produit par un réel.

, 0 shrhble des applications linéaires de E dans F est un sous-A1T OAT AT A AA 16A0OPA
fonctions de E dans F (les applications linéaires sont des fonctions particulieres de E dans F).

Il est non vide, puisque la fonction nulle de E dans F est une application linéaire.
Notons Op_,r cette application nulle de Edans F8  #1&@ppl@4dion définie par :
Vx € E,OE_)F(X) - OF

Soit(x,y) un couple d'élémentsdeEety OT 111 AOA Oi Al 8
Opp(ax +y) = Of
Et
aOp r(x) + Opop(y) = aOp +0p =0f
Donc
Opr(ax + By) = aOp_p(x) + Op_r(¥)

Montrons que l'ensemble L(E, F) est stable par addition :
Soit f et g deux éléments de L(E, F), soit x et y deux éléments de EA Oun yéel.
OonabDAO Ai ZET EOQOETT AA 1 6ADPDPI EAAGETT OI1TI1 1A
(f+g)ax+y) = f(ax+y)+g(ax+y)
Or les applications f et g sont linéaires donc
flax+y) + glax +y) = af (x) + f(y) + ag(x) + g(¥)
= af(x) +ag(x) + f(y) + g ()



= a(f(x) + g(x) + (fF ) + g(¥))
a(f +9)(x) +(f +9)¥)

On en déduit que

(f +@lax+y) = a(f + g)(x) + (f +9)¥)
, 6 AP DI FiAgleddonclinéaired, 1 8 A TLEA) ebtistdble par addition.

De méme montrons que l'ensemble L(E, F) est stable par la multiplication par un nombre réel.
Soit f un élément de L(E, F); k un nombre réel, soit x et y deux éléments de EA Ounpombre réel.
/T A PAO Ai EET ERETT AA 16ADPDPI EAAOQET I
o o Uf)lax+y) = kf(ax+y)

/ O | 0 A D pPekt Endafyé)domct

k f(ax +y) = k(af (x) + F())
kaf (x) + kf(y)
= a(kf)(x) + (kf)(¥)

On a donc
(kf)(ax +y) = a(kf)(x) + (kf)(y)
, 6 ADDI &A &QiRéhide.

5) Des cas particuliers importants

De facon générale une application linéaire d'un espace vectoriel E dans un espace vectoriel F est
appelée morphisme d'espaces vectoriels (parce qu'elle se « moule » dans la forme d'espace vectoriel).
Si E = Fon dit qu'il s'agit d'un endomorphisme.

DEFINITION
Si E est un espace vectoriel, on appelle endomorphisme toute
application linéaire de E dans E.

On note L(E) 1l'espace vectoriel des endomorphismes de E.
Un autre cas intéressant est celui des applications linéaires bijectives d'un ev E dansun ev F.

DEFINITION
Soit E et F deux espaces vectoriels. On appelle isomorphisme toute
application linéaire bijective de E dans F.On note GL(E,F) 1'ensemble

des isomorphismes de E dans F.
Enfin un endomorphisme bijectif est appelé automorphisme.

DEFINITION
Soit E un espace vectoriel. On appelle automorphisme toute
application linéaire bijective de E dansE.On note GL(E) 1'ensemble

des automorphismes de E.

6) Composition des applications linéaires



On considére trois espaces vectoriels E,F et G. Soit f € L(E,F) et g € L(F,G).0On considere
I'application h de E dans G définie par

h:gof

Nous savons que si f est une application de E dans F et g une application de F dans G, alors h est une
application de E dans G.

Montrons que cette application h est un élément de L(E, G).
On considére deux éléments x et y de Eetunréelf 8 /pdr défnition de la composition :
h(ax+y) = geof(ax+y)
= g(f(ax +y))

La fonction f est linéaire donc:

g(flax +y)) = g(af (x) + F(¥))

La fonction g est linéaire donc :
glaf () +Bf) = ag(f(x)) + g(f ()
On a donc
h(ax +y) = ag(f(x)) +g(f(»))

=agof(x)+ge°f()

= ah(x) + h(y)
La fonction h est bien linéaire.
On a donc le théoréme suivant :

THEOREME :
Soit f€L(E,F) et g€ L(F,G), alors h=gof appartient a L(E,G).

7) Application réciproque d'un isomorphisme

On considére un isomorphisme f d'un espace vectoriel E dans un espace vectoriel F.
Puisque f est une bijection, elle admet une bijection réciproque notée f!. Montrons que cette
bijection réciproque est une application linéaire (et donc un isomorphisme) de F sur E.
On a par définition :
C yEfM) ex=f10)

Soit y; et y, deux éléments de F A Ounpombre réel. Soit x; = f71(y;) et x, = f71(¥,).
On adonc:

fHay, +yy) = f‘l(af(xl) + f(xz))
/ O 1 8 A Dpebt Enhardorict

fHaf () + f(x2)) = f2(f (ax1 + x2))
Par définition de f %, ona:

fH(f(axy + Bxp)) = axy + x, = af H(y) + £ (2)

Donc



fHayr +y2) = af T + 1 (2)

THEOREME
La bijection réciproque d'un isomorphisme est un isomorphisme



