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1) Applications linéaires – Généralités 
 

L'idée d'application linéaire est intimement liée à celle d'espace vectoriel. 

Elle traduit la stabilité par combinaison linéaire. 

      
DEFINITION 

Soit E et F deux espaces vectoriels (on supposera que l'addition est 

notée de la même façon dans ces deux espaces). Soit 𝑓 une application  

de E dans F. 

On dit que f est une application linéaire de E dans F si elle 

possède les propriétés suivantes : 

→ ∀𝑢 ∈ 𝐸, ∀𝑣 ∈ 𝐸, 𝑓(𝑢 + 𝑣) = 𝑓(𝑢) + 𝑓(𝑣) 

→ ∀𝑢 ∈ 𝐸, ∀𝑘 ∈ ℝ, 𝑓(𝑘𝑢) = 𝑘𝑓(𝑢) 

 

On a alors la caractérisation suivante : 

 
THEOREME 

Soit E et F deux espaces vectoriels. Soit 𝑓 une application  de E 

dans F. 

𝑓 est une application linéaire si et seulement si    

∀𝑢 ∈ 𝐸, ∀𝑣 ∈ 𝐸, ∀𝛼 ∈ ℝ, ∀𝛽 ∈ ℝ, 

𝑓(𝛼𝑢 + 𝛽𝑣) = 𝛼𝑓(𝑢) + 𝛽𝑓(𝑣) 

 

Sens direct : 

Si 𝑓 est une AL, alors 𝑓(𝛼𝑢 + 𝛽𝑣) = 𝑓(𝛼𝑢) + 𝑓(𝛽𝑣) et 𝑓(𝛼𝑢) = 𝛼𝑓(𝑢) et 𝑓(𝛽𝑣) = 𝛽𝑓(𝑣). 

Donc 

𝑓(𝛼𝑢 + 𝛽𝑣) = 𝛼𝑓(𝑢) + 𝛽𝑓(𝑣) 

Sens réciproque 

Si ∀𝑢 ∈ 𝐸, ∀𝑣 ∈ 𝐸, ∀𝛼 ∈ ℝ, ∀𝛽 ∈ ℝ, 𝑓(𝛼𝑢 + 𝛽𝑣) = 𝛼𝑓(𝑢) + 𝛽𝑓(𝑣),  

on aura en particulier pour 𝛼 = 𝛽 = 1 

𝑓(1𝑢 + 1𝑣) = 𝑓(𝑢 + 𝑣) = 1𝑓(𝑢) + 1𝑓(𝑣) = 𝑓(𝑢) + 𝑓(𝑣) 

et pour 𝛽 = 0 
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𝑓(𝛼𝑢 + 0𝑣) = 𝑓(𝛼𝑢 + 0𝐸) = 𝑓(𝛼𝑢) = 𝛼𝑓(𝑢) + 0𝑓(𝑣) = 𝛼𝑓(𝑢) + 0𝐹 = 𝛼𝑓(𝑢) 

 

Une forme plus condensée 

 
THEOREME 

Soit E et F deux espaces vectoriels. Soit f une application  de E 

dans F. 

f est une application linéaire si et seulement si    

∀𝑢 ∈ 𝐸, ∀𝑣 ∈ 𝐸, ∀𝛼 ∈ ℝ, 𝑓(𝛼𝑢 + 𝑣) = 𝛼𝑓(𝑢) + 𝑓(𝑣) 

 

 

Sens direct : 

Si 𝑓 est une AL, alors 𝑓(𝛼𝑢 + 𝑣) = 𝑓(𝛼𝑢) + 𝑓(𝑣) et 𝑓(𝛼𝑢) = 𝛼𝑓(𝑢)  

Donc 

𝑓(𝛼𝑢 + 𝑣) = 𝛼𝑓(𝑢) + 𝑓(𝑣) 

 

Sens réciproque 

Commençons par un résultat préliminaire ȡ ÍÏÎÔÒÏÎÓ ÑÕȭÕÎÅ ÁÐÐÌÉÃÁÔÉÏÎ ÑÕÉ ÅÓt telle que ∀𝑢 ∈

𝐸, ∀𝑣 ∈ 𝐸, ∀𝛼 ∈ ℝ, 𝑓(𝛼𝑢 + 𝑣) = 𝛼𝑓(𝑢) + 𝑓(𝑣), remplit la propriété 𝑓 0𝐸 = 0𝐹 . 

On a en prenant 𝛼 = 1  et   𝑣 = 0𝐸 ,  

𝛼𝑢 + 𝑣 = 1𝑢 + 0𝐸 = 𝑢 + 0𝐸 = 𝑢 

On a donc en appliquant la formule : 

𝑓 𝑢 = 𝑓 1𝑢 + 0𝐸 = 1𝑓 𝑢 + 𝑓 0𝐸 = 𝑓 𝑢 + 𝑓 0𝐸  

Donc 

𝑓 𝑢 − 𝑓 𝑢 = 𝑓(0𝐸) 

Donc 

𝑓 0𝐸 = 0𝐹  

Passons à la démonstration des deux propriétés de la linéarité : 

Si ∀𝑢 ∈ 𝐸, ∀𝑣 ∈ 𝐸, ∀𝛼 ∈ ℝ, 𝑓(𝛼𝑢 + 𝑣) = 𝛼𝑓(𝑢) + 𝑓(𝑣),  

on aura en particulier pour 𝛼 = 1 

𝑓(1𝑢 + 𝑣) = 𝑓(𝑢 + 𝑣) = 1𝑓(𝑢) + 𝑓(𝑣) = 𝑓(𝑢) + 𝑓(𝑣) 

et pour 𝑣 = 0𝐸  

𝑓(𝛼𝑢 + 0𝐸) = 𝑓(𝛼𝑢) = 𝛼𝑓(𝑢) + 𝑓(0𝐸) = 𝛼𝑓(𝑢) + 0𝐹 = 𝛼𝑓(𝑢) 

2) Compatibilité avec la structure d'espace vectoriel 
 

Deux résultats sont utiles. Ils concernent les opposés et l'élément neutre. 

 
THEOREME 

Soit 𝑓 une AL de E dans F. Alors 

∀𝑢 ∈ 𝐸, 𝑓(−𝑢) = −𝑓(𝑢) 

 

On a évidemment 

𝑓(−𝑢) = 𝑓((−1)𝑢) = (−1)𝑓(𝑢) = −𝑓(𝑢) 

 
THEOREME 
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SOIT 𝑓 UNE AL DE E DANS F, ALORS 

𝑓(0𝐸) = 0𝐹  

 

On a pour tout 𝑢 dans E, 

𝑓(0𝐸) = 𝑓(𝑢 − 𝑢) = 𝑓(𝑢 + (−𝑢)) = 𝑓(𝑢) + 𝑓(−𝑢) = 𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑢) = 0𝐹  

3) Exemples d'applications linéaires 
 

Exemple 1 

On considère l'ensemble ℳ₂(ℝ) et l'application de cet ensemble dans ℝ définie de la façon suivante   

Si 𝑀 =  
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

 , 𝑡 𝑀 = 𝑎 + 𝑑. 

𝑡 ÅÓÔ ÕÎÅ ÁÐÐÌÉÃÁÔÉÏÎ ÄÅ ÌȭÅÓÐÁÃÅ ÖÅÃÔÏÒÉÅÌ ℳ2(ℝ) ÄÁÎÓ ÌȭÅÓÐÁÃÅ ÖÅÃÔÏÒÉÅÌ ℝ. 

On a 

 

𝑓  𝛼  
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

 +  
𝑥 𝑦
𝑢 𝑣

  = 𝑓   
𝛼𝑎 + 𝑥 𝛼𝑏 + 𝑦
𝛼𝑐 + 𝑧 𝛼𝑑 + 𝑣

   

= 𝛼𝑎 + 𝑥 + 𝛼𝑑 + 𝑣 

= 𝛼 𝑎 + 𝑑 +  𝑥 + 𝑣  

= 𝛼𝑓   
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

  + 𝑓   
𝑥 𝑦
𝑢 𝑣

   

 

Exemple 2  

On considère les ensembles ℝ³ et ℝ² (qui sont des ev) et l'application 𝑓 de ℝ³ dans ℝ² définit par : 

∀𝑢 = (𝑥, 𝑦, 𝑧)   ∈  ℝ³, 𝑓(𝑢) = 𝑣 𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑣 = (2𝑥 + 𝑦, 𝑧 − 𝑦) 

Faisons la démonstration en deux étapes. 

Soit  𝑥, 𝑦, 𝑧  et  𝑎, 𝑏, 𝑐  deux vecteurs de ℝ3. 

On a  

𝑓  𝑥, 𝑦, 𝑧 +  𝑎, 𝑏, 𝑐  = 𝑓 𝑥 + 𝑎, 𝑦 + 𝑏, 𝑧 + 𝑐  

=  2 𝑥 + 𝑎 +  𝑦 + 𝑏 ,  𝑧 + 𝑐 −  𝑦 + 𝑏   

=  2𝑥 + 2𝑎 + 𝑦 + 𝑏, 𝑧 + 𝑐 − 𝑦 − 𝑏  

=  2𝑥 + 𝑦, 𝑧 − 𝑦 +  2𝑎 + 𝑏, 𝑐 − 𝑏  

= 𝑓  𝑥, 𝑦, 𝑧  + 𝑓( 𝑎, 𝑏, 𝑐 ) 

3É ʇ ÅÓÔ ÕÎ ÒïÅÌ ÑÕÅÌÃÏÎÑÕÅ ÅÔ (𝑥, 𝑦, 𝑧) un vecteur de ℝ3 , on a 

𝑓 𝜆 𝑥, 𝑦, 𝑧  = 𝑓  𝜆𝑥, 𝜆𝑦, 𝜆𝑧   

=  2𝜆𝑥 + 𝜆𝑦, 𝜆𝑧 − 𝜆𝑦  

= 𝜆 2𝑥 + 𝑦, 𝑧 − 𝑦  

= 𝜆𝑓( 𝑥, 𝑦, 𝑧 ) 

L'application est linéaire. 

 

Exemple 3 

/Î ÃÏÎÓÉÄîÒÅ ÌȭÅÎÓÅÍÂÌÅ ÄÅÓ ÆÏÎÃÔÉÏÎÓ ÄïÒÉÖÁÂÌÅÓ ÓÕÒ ℝ. Soit 𝒟(ℝ) cet ensemble. 

Nous savÏÎÓ ÑÕÅ ÃÅÔ ÅÎÓÅÍÂÌÅ ÅÓÔ ÕÎ ÓÏÕÓ ÅÓÐÁÃÅ ÖÅÃÔÏÒÉÅÌ ÄÅ ÌȭÅÓÐÁÃÅ ÖÅÃÔÏÒÉÅÌ ℱ ℝ,ℝ  des fonctions 

de ℝ  dans ℝȢ ! ÃÅ ÔÉÔÒÅ ÃȭÅÓÔ ÕÎ ÅÓÐÁÃÅ ÖÅÃÔÏÒÉÅÌȢ 
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Soit 𝑑 ÌȭÁÐÐÌÉÃÁÔÉÏÎ ÄÅ 𝒟 ℝ  dans ℱ ℝ,ℝ  qui à toute fonction 𝑓 de 𝒟(ℝ) fait correspondre la fonction 

𝑓 ′  de ℱ ℝ,ℝ . 

Soit 𝑓 et 𝑔 deux fonctions de 𝒟(ℝ) ÅÔ ɻ ÅÔ ɼ ÄÅÕØ ÎÏÍÂÒÅÓ ÒïÅÌÓȢ 

On a 

𝑑 𝛼𝑓 + 𝛽𝑔 =  𝛼𝑓 + 𝛽𝑔 ′ = 𝛼𝑓 ′ + 𝛽𝑔′ = 𝛼𝑑 𝑓 + 𝛽𝑑(𝑔) 

,ȭÁÐÐÌÉÃÁÔÉÏÎ 𝑑 est donc linéaire. 

 

Exemple 4 

/Î ÃÏÎÓÉÄîÒÅ ÌȭÅÓÐÁÃÅ ÖÅÃÔÏÒÉÅÌ ÄÅÓ ÐÏÌÙÎĖÍÅÓ ÄÅ ÄÅÇÒï ÉÎférieur ou égal à 3 : ℝ3 𝑋 . 

On définit sur cet espace vectoriel une application notée ϕ définie de la façon suivante : 

Si 𝑃 ∈ ℝ3[𝑋], 𝜙(𝑃) est la fonction 𝑄 définie pour tout réel 𝑥 par : 

𝑄 𝑥 = 𝑥𝑃′ 𝑥 + 2𝑃(𝑥) 

Nous savons que si 𝑃 est un polynôme de degré inférieur ou égal à 3, 𝑃′ est un polynôme de degré 

ÉÎÆïÒÉÅÕÒ ÏÕ ïÇÁÌ Û ςȢ ,ȭÁÐÐÌÉÃÁÔÉÏÎ 𝑥 ↦ 𝑥𝑃′(𝑥) est une application polynôme de degré inférieur ou égal 

à 3. 

𝑄 apparaît alors comme la somme de deux polynômes de degré inférieur ou égal à 3. Donc 𝑄 est une 

ÁÐÐÌÉÃÁÔÉÏÎ ÄÅ ÌȭÅÓÐÁÃÅ ÖÅÃÔÏÒÉÅÌ ℝ3[𝑋] dans lui-même. 

Soit 𝑃1 et 𝑃2 deux éléments de ℝ3 𝑋  et 𝑄1 = 𝜙 𝑃1 , 𝑄2 = 𝜙 𝑃2 . 3ÏÉÔ ɻ ÕÎ ÎÏÍÂÒÅ ÒïÅÌ ÑÕÅÌÃÏÎÑÕÅȢ 

On aura pour tout réel 𝑥 ∶ 

𝑄1 𝑥 = 𝑥𝑃1
′ 𝑥 + 2𝑃1 𝑥  

𝑄2 𝑥 = 𝑥𝑃2
′  𝑥 + 2𝑃2(𝑥) 

Soit 𝑃 = 𝛼𝑃1 + 𝑃2 et 𝑄 = 𝜙 𝑃 . 

On a pour tout réel 𝑥: 

𝑄 𝑥 = 𝑥𝑃′ 𝑥 + 2𝑃 𝑥  

= 𝑥 𝛼𝑃1 + 𝑃2 
′ 𝑥 + 2 𝛼𝑃1 + 𝑃2  𝑥  

= 𝑥 𝛼𝑃1
′ 𝑥 + 𝑃2

′  𝑥  + 2𝛼𝑃1 𝑥 + 2𝑃2 𝑥  

= 𝛼 𝑥𝑃1
′ 𝑥 + 2𝑃1 𝑥  +  𝑥𝑃2

′  𝑥 + 𝑃2 𝑥   

= 𝛼𝑄1 𝑥 + 𝑄2(𝑥) 

 

On a donc 

𝑄 = 𝛼𝑄1 + 𝑄2 

Et donc 

𝜙 𝛼𝑃1 + 𝑃2 = 𝛼𝜙 𝑃1 + 𝜙(𝑃2) 

,ȭÁÐÐÌÉÃÁÔÉÏÎ 𝜙 est une application linéaire de ℝ3[𝑋] dans ℝ3 𝑋 . 

On dit que cȭÅÓÔ ÕÎ ÅÎÄÏÍÏÒÐÈÉÓÍÅ ÄÅ ℝ3 𝑋 . 

 

Exemple 5 

Au collège on appelait application linéaire toute application de ℝ dans ℝ de la forme : 

𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥 

5ÎÅ ÁÐÐÌÉÃÁÔÉÏÎ ÌÉÎïÁÉÒÅ ÅÓÔ ÂÉÅÎȣ ÌÉÎïÁÉÒÅȢ 

En effet ℝ Á ÕÎÅ ÓÔÒÕÃÔÕÒÅ ÄȭÅÓÐÁÃÅ ÖÅÃÔÏÒÉÅÌȢ  

On a pour tout couple de réels (𝑥, 𝑦) ÅÔ ÐÏÕÒ ÔÏÕÔ ÎÏÍÂÒÅ ÒïÅÌ ʇ :  

𝑓 𝜆𝑥 + 𝑦 = 𝑎 𝜆𝑥 + 𝑦 = 𝜆𝑎𝑥 + 𝑎𝑦 = 𝜆𝑓 𝑥 + 𝑓(𝑦) 

 

Mais dans ℝȟ ÃÅÓ ÁÐÐÌÉÃÁÔÉÏÎÓ ÓÏÎÔ ÌÅÓ ÓÅÕÌÅÓ ÁÐÐÌÉÃÁÔÉÏÎÓ ÌÉÎïÁÉÒÅÓȣ 

5ÎÁ ÁÐÐÌÉÃÁÔÉÏÎ  ÁÆÆÉÎÅ ÎȭÅÓÔ ÐÁÓ ÌÉÎïÁÉÒÅȢ 
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Prenons 𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝑏. 

𝑓 𝜆𝑥 + 𝑦 = 𝑎 𝜆𝑥 + 𝑦 + 𝑏 = 𝜆𝑎𝑥 + 𝑎𝑦 + 𝑏 = 𝜆𝑎𝑥 + 𝑓(𝑦) 

,Á ÆÏÎÃÔÉÏÎ ÃÁÒÒïÅ ÎȭÅÓÔ ÐÁÓ ÌÉÎïÁÉÒÅ : si  𝑔 𝑥 = 𝑥2  on a par exemple : 

𝑔 2 = 22 = 4 

𝑔 1 + 𝑔 1 = 12 + 12 = 2 

Donc 

𝑔 1 + 1 ≠ 𝑔 1 + 𝑔(1) 

4) L'ensemble des applications linéaires 
 

On note ℒ(𝐸, 𝐹) l'ensemble des applications linéaires de ÌȭÅÓÐÁÃÅ ÖÅÃÔÏÒÉÅÌ E dans ÌȭÅÓÐÁÃÅ ÖÅÃÔÏÒÉÅÌ F. 

On a alors le résultat suivant : 

 
THEOREME 

ℒ(𝐸, 𝐹) a une structure d'espace vectoriel sur ℝ. 

 

On peut en effet définir la somme de deux applications linéaires de E dans F de la façon suivante : 

Si 𝑓 ∈ ℒ 𝐸, 𝐹 , 𝑔 ∈ ℒ(𝐸, 𝐹)ȟ ÌȭÁÐÐÌÉÃÁÔÉÏÎ ÓÏÍÍÅ ÅÓÔ ÎÏÔïÅ 𝑓 + 𝑔  et est définie par  

∀𝑥 ∈ 𝐸,  𝑓 + 𝑔  𝑥 = 𝑓 𝑥 + 𝑔(𝑥) 

/Î ÐÅÕÔ ïÇÁÌÅÍÅÎÔ ÄïÆÉÎÉÒ ÌÅ ÐÒÏÄÕÉÔ ÐÁÒ ÕÎ ÒïÅÌ ÄȭÕÎÅ ÁÐÐÌÉÃÁÔÉÏÎ ÄÅ ℒ(𝐸, 𝐹) de la façon suivante : 

Si 𝑓 ∈ ℒ(𝐸, 𝐹) et si 𝑘 ∈ ℝ, ÌȭÁÐÐÌÉÃÁÔÉÏÎ ÎÏÔïÅ 𝑘𝑓 est définie par : 

∀𝑥 ∈ 𝐸,  𝑘𝑓  𝑥 = 𝑘 𝑓(𝑥) 

/Î ÐÅÕÔ ÒÅÍÁÒÑÕÅÒ ÑÕÅ ÃÅÓ ÄÅÕØ ÄïÆÉÎÉÔÉÏÎÓ ÓÏÎÔ ÃÅÌÌÅÓ ÑÕÅ ÌȭÏÎ ÒÅÎÃÏÎÔÒÅ ÈÁÂÉÔÕÅÌÌÅÍÅÎÔ ÐÏÕÒ ÐÁÒÌÅÒ 

de fonction somme de deux fonctions, et fonction produit par un réel. 

 

,ȭÅÎsemble des applications linéaires de E dans F est un sous-ÅÎÓÅÍÂÌÅ ÄÅ ÌȭÅÓÐÁÃÅ ÖÅÃÔÏÒÉÅÌ ÄÅÓ 

fonctions de E dans F (les applications linéaires sont des fonctions particulières de E dans F). 

 

Il est non vide, puisque la fonction nulle de E dans F est une application linéaire. 

Notons 𝑂𝐸→𝐹   cette application nulle de E dans FȢ #ȭÅÓÔ l'application définie par : 

∀𝑥 ∈ 𝐸, 𝑂𝐸→𝐹(𝑥) = 0𝐹  

 

Soit(𝑥, 𝑦) un couple d'éléments de E et ɻ ÕÎ ÎÏÍÂÒÅ ÒïÅÌȢ 

𝑂𝐸→𝐹(𝛼𝑥 + 𝑦)   =  0𝐹  

Et  

𝛼𝑂𝐸→𝐹(𝑥) + 𝑂𝐸→𝐹(𝑦)   =  𝛼0𝐹 + 0𝐹 = 0𝐹  

Donc 

𝑂𝐸→𝐹(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) = 𝛼𝑂𝐸→𝐹(𝑥) + 𝑂𝐸→𝐹(𝑦) 

 

Montrons que l'ensemble ℒ(𝐸, 𝐹) est stable par addition : 

Soit 𝑓 et 𝑔 deux éléments de ℒ(𝐸, 𝐹), soit 𝑥 et 𝑦 deux éléments de E ÅÔ ɻ un réel. 

On a ÐÁÒ ÄïÆÉÎÉÔÉÏÎ ÄÅ ÌȭÁÐÐÌÉÃÁÔÉÏÎ ÓÏÍÍÅ : 

 (𝑓 + 𝑔)(𝛼𝑥 + 𝑦)   =  𝑓(𝛼𝑥 + 𝑦) + 𝑔(𝛼𝑥 + 𝑦) 

Or les applications 𝑓 et 𝑔 sont linéaires donc 

𝑓 𝛼𝑥 + 𝑦 + 𝑔 𝛼𝑥 + 𝑦 = 𝛼𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) + 𝛼𝑔(𝑥) + 𝑔(𝑦) 

 =  𝛼𝑓(𝑥) + 𝛼𝑔(𝑥) + 𝑓(𝑦) + 𝑔(𝑦) 
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 =  𝛼(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)) + (𝑓(𝑦) + 𝑔(𝑦)) 

 =  𝛼(𝑓 + 𝑔)(𝑥) + (𝑓 + 𝑔)(𝑦) 

On en déduit que 

 𝑓 + 𝑔  𝛼𝑥 + 𝑦 =  𝛼(𝑓 + 𝑔)(𝑥) + (𝑓 + 𝑔)(𝑦) 

,ȭÁÐÐÌÉÃÁÔÉÏÎ 𝑓 + 𝑔 est donc linéaire ȡ ÌȭÅÎÓÅÍÂÌÅ ℒ(𝐸, 𝐹) est stable par addition. 

 

De même montrons que l'ensemble ℒ(𝐸, 𝐹) est stable par la multiplication par un nombre réel. 

Soit f un élément de ℒ(𝐸, 𝐹); 𝑘 un nombre réel, soit 𝑥 et 𝑦 deux éléments de E ÅÔ ɻ un nombre réel. 

/Î Á ÐÁÒ ÄïÆÉÎÉÔÉÏÎ ÄÅ ÌȭÁÐÐÌÉÃÁÔÉÏÎ 𝑘𝑓 : 

  𝑘𝑓  𝛼𝑥 + 𝑦  =  𝑘 𝑓(𝛼𝑥 + 𝑦) 

/Ò ÌȭÁÐÐÌÉÃÁÔÉÏÎ 𝑓 est linéaire, donc : 

𝑘 𝑓 𝛼𝑥 + 𝑦 = 𝑘(𝛼𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)) 

 =  𝑘𝛼𝑓(𝑥) + 𝑘𝑓(𝑦) 

 =  𝛼(𝑘𝑓)(𝑥) + (𝑘𝑓)(𝑦) 

On a donc 

 𝑘𝑓  𝛼𝑥 + 𝑦 =  𝛼(𝑘𝑓)(𝑥) + (𝑘𝑓)(𝑦) 

,ȭÁÐÐÌÉÃÁÔÉÏÎ (𝑘𝑓) est linéaire. 

5) Des cas particuliers importants 
 

De façon générale une application linéaire d'un espace vectoriel E dans un espace vectoriel F est 

appelée morphisme d'espaces vectoriels (parce qu'elle se « moule » dans la forme d'espace vectoriel). 

Si E = F, on dit qu'il s'agit d'un endomorphisme. 

 
DEFINITION 

Si 𝐸 est un espace vectoriel, on appelle endomorphisme toute 

application linéaire de 𝐸 dans 𝐸. 

On note ℒ(𝐸) l'espace vectoriel des endomorphismes de 𝐸. 

 

Un autre cas intéressant est celui des applications linéaires bijectives d'un ev 𝐸 dans un ev 𝐹. 

 
DEFINITION 

Soit 𝐸 et 𝐹 deux espaces vectoriels. On appelle isomorphisme toute 

application linéaire bijective de 𝐸 dans 𝐹. On note 𝒢ℒ(𝐸, 𝐹) l'ensemble 

des isomorphismes de 𝐸 dans 𝐹. 

 

Enfin un endomorphisme bijectif est appelé automorphisme. 

 
DEFINITION 

Soit 𝐸 un espace vectoriel. On appelle automorphisme toute 

application linéaire bijective de 𝐸 dans 𝐸. On note 𝒢ℒ(𝐸) l'ensemble 

des automorphismes de 𝐸. 

6) Composition des applications linéaires 
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On considère trois espaces vectoriels 𝐸, 𝐹 et 𝐺. Soit 𝑓 ∈ 𝐿(𝐸, 𝐹) et 𝑔 ∈ 𝐿(𝐹, 𝐺). On considère 

l'application 𝑕 de 𝐸 dans 𝐺 définie par 

𝑕 = 𝑔 ∘ 𝑓 

 

Nous savons que si 𝑓 est une application de 𝐸 dans 𝐹 et 𝑔 une application de 𝐹 dans 𝐺, alors 𝑕 est une 

application de 𝐸 dans 𝐺. 

 

 F 

 E 

 

 G 

 

Montrons que cette application 𝑕 est un élément de 𝐿(𝐸, 𝐺). 

On considère deux éléments 𝑥 et 𝑦 de E et un réel ɻȢ /Î Á par définition de la composition : 

𝑕(𝛼𝑥 + 𝑦)   =  𝑔 ∘ 𝑓(𝛼𝑥 + 𝑦) 

 =  𝑔(𝑓(𝛼𝑥 + 𝑦)) 

La fonction 𝑓 est linéaire donc : 

𝑔 𝑓 𝛼𝑥 + 𝑦  = 𝑔(𝛼𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)) 

La fonction 𝑔 est linéaire donc : 

𝑔 𝛼𝑓 𝑥 + 𝛽𝑓 𝑦  = 𝛼𝑔(𝑓(𝑥)) + 𝑔(𝑓(𝑦)) 

On a donc 

𝑕 𝛼𝑥 + 𝑦 = 𝛼𝑔 𝑓 𝑥  + 𝑔 𝑓 𝑦   

=  𝛼𝑔 ∘ 𝑓(𝑥) + 𝑔 ∘ 𝑓(𝑦) 

 =  𝛼𝑕(𝑥) + 𝑕(𝑦) 

La fonction 𝑕 est bien linéaire. 

On a donc le théorème suivant : 

 
THEOREME : 

Soit 𝑓 ∈ ℒ 𝐸, 𝐹  et 𝑔 ∈ ℒ 𝐹, 𝐺 , alors 𝑕 = 𝑔 ∘ 𝑓 appartient à ℒ 𝐸, 𝐺 . 

7) Application réciproque d'un isomorphisme 
 

On considère un isomorphisme 𝑓 d'un espace vectoriel 𝐸 dans un espace vectoriel 𝐹. 

Puisque 𝑓 est une bijection, elle admet une bijection réciproque notée 𝑓⁻¹. Montrons que cette 

bijection réciproque est une application linéaire (et donc un isomorphisme) de 𝐹 sur 𝐸. 

On a par définition : 

𝑦 = 𝑓(𝑥) ⇔ 𝑥 = 𝑓⁻¹(𝑦) 

Soit 𝑦1 et 𝑦2 deux éléments de 𝐹 ÅÔ ɻ un nombre réel. Soit 𝑥1 = 𝑓⁻¹(𝑦1) et 𝑥2 = 𝑓⁻¹(𝑦2). 

On a donc : 

𝑓−1 𝛼𝑦1 + 𝑦2  =  𝑓−1 𝛼𝑓 𝑥1 + 𝑓 𝑥2   

/Ò ÌȭÁÐÐÌÉÃÁÔÉÏÎ 𝑓 est linéaire, donc : 

𝑓−1 𝛼𝑓 𝑥1 + 𝑓 𝑥2  = 𝑓⁻¹(𝑓(𝛼𝑥₁ + 𝑥₂)) 

Par définition de 𝑓−1, on a : 

𝑓−1 𝑓 𝛼𝑥1 + 𝛽𝑥2  = 𝛼𝑥1 + 𝑥2 = 𝛼𝑓−1 𝑦1 + 𝑓−1(𝑦2) 

Donc 

𝑓 

𝑕 = 𝑔 ∘ 𝑓 
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𝑓−1 𝛼𝑦1 + 𝑦2 = 𝛼𝑓−1 𝑦1 + 𝑓−1(𝑦2) 

      
THEOREME 

La bijection réciproque d'un isomorphisme est un isomorphisme 

  


